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摘 要:以对称分布的四电荷系统为例,研究任意带电粒子在对称的电场分布内的运动性质,借助椭圆函数和

积分的方法分别推导出粒子的运动学方程,探讨了该类运动模型在求解物理问题时的应用.
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1 引言

大学物理静电场的教学中重点讨论过单个点电

荷及电偶极子等带电系统的电场分布[1].任意带电

粒子在对称的电场分布内运动的模型在以往的教学

中并不常见,然而这种模型的很多性质可用于大学

物理课堂教学中.本文以四电荷系统为例,从能量角

度出发具体分析了四电荷系统的性质,对不同初始

能量的任意带电粒子在电场中的运动进行定量分

析,在对电势分布作不同的近似后,采用两种方法推

导出运动学方程,分别分析了任意带电粒子在系统

中运动的线性和非线性性质,并重点介绍了该体系

在物理教学中的应用.

2 模型的介绍

如图1所示,边长均为2a的矩形的4个顶点固

定4个等量同号的点电荷,讨论与场源电荷异号的

任意带电粒子在对称轴线(以下讨论以x 轴为例)

上的运动情况[2].

图1 四电荷模型示意图

建立如图1所示的坐标系,设点电荷的电荷量

为q0,运动带电粒子的电荷量为 -q,可以得出带电

粒子在x 轴上的电势能分布方程[3]
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图2中可看出电势能曲线呈现一个势垒 0,Ep( )max ,

两个 势 阱,势 阱 的 坐 标 分 别 为 -x0,Ep( )min 和

x0,Ep( )min .

图2 Ep(x) x 图

3 模型在物理教学中的应用分析

从能量的角度论述带电粒子在给定区域的运动

情况,取无穷远处为电势零点,令dx
dt t=0

=v0为带电
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粒子的初速度;x t=0=x0 为其初位移;E 表示带电

粒子的总能量(初能量).忽略粒子运动过程中的电

磁辐射,则运动过程中能量守恒

   E=12M dx
d
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结合图2及给定的总能量E对带电粒子的运动

情况定性分析.
3.1 模型一般性质的分析

当E=Epmax 时,带电粒子静止在势垒上,但此

时的静止状态是一个亚平衡态,如果给一个沿x 轴

的微小扰动它将离开亚平衡位置做大振动.当E=
Epmin 时,运动电荷静止在势阱处,此时为平衡态,如
果给一个沿x轴的微小扰动它将离开平衡位置做小

振动.当E>0时,由于运动电荷的电势能总是小于

零,可见速度v不可能为零,所以此时运动电荷必定

一直运动至无穷远,和天体物理中动能大于引力势

能时即可发射一颗卫星离开行星的情况一样,此时

带电粒子的能量超过电势能分布的最高能量,将不

受电场束缚,运动到无穷远处.当Epmax<E<0时,

带电粒子将以势垒顶部为平衡位置来回振动.当

Epmin<E<Epmax 时,带电粒子将在其中一个势阱

中运动.
3.2 模型的教学意义分析

3.2.1 线性振动的研究

重点讨论Epmin<E<Epmax 的情况,对应x 轴

坐标范围为-4 1313 a<x<4 1313 a,对电势求负梯

度得[3]
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对式(3)右边作泰勒展开,忽略4次及以上项,得

   - ÑEp(x)=- 2q0
8a3πε0

x (4)

则带电粒子的动力学方程为

   F=-ÑEp(x)· -( )q = 2qq0
8a3πε0

x (5)

为 一维线性方程,带电粒子做简谐振动.若令k=

- 2qq0
8a3πε0

,-k
M =ω2,振幅为A,可进一步求出简谐

振动的运动学方程

   x=Asin(ωt+φ) (6)

此时,每一个能量值对应两个不同的解,而带电

粒子的运动情况只能取其一,具体情境中振动的位

置与A的取值有关,即若A<0,则粒子的振动范围

在 - 4
13
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所以这种情况下带电粒子的能量简并.两个不同的

解可理解为带电粒子运动的两种不同简并状态.再
深入考察这两个解时,可以发现二者都没有关于y
轴对称(坐标反演不变),都各自在双势阱一边的势

阱中振荡,我们知道带电粒子的哈密顿量是坐标反

演不变的,这种情况下系统显然发生了对称性破缺.
可见,带电粒子在这种情况下的运动模型非常

类似于量子场论中对称性自发破缺的例子.因此,我
们可以把Epmax看作是体系对称性破缺的临界能量,

Epmin 则为基态能量,当带电粒子处在基态能量与临

界能量的范围内时,它的运动情况发生了对称性破

缺,其解只能是任意一个,而它们都不具有哈密顿量

的坐标反演不变对称性,而当带电粒子的能量高于

临界能量时,它的运动情况只有一种,其解具有与哈

密顿量相同的坐标反演不变对称,这时候系统的对

称性没有遭到破坏[4].
在经典力学中存在不少对称性破缺的例子,一

般和能量的取值有关.比如一支铅笔垂直静止放置

时的重心很高,重力势能较大,此时系统是关于沿铅

笔头、尾所在的直线轴对称的.而一旦给铅笔一个微

扰后,铅笔会倒下来,此时能量降低了,但是轴对称

性亦被破坏了.本系统也不例外,我们看到,当能量

降低到一定程度(到达临界能量)时,就会出现对称

性破缺.故本文所讨论的系统有助于形象地理解场

论中关于自发对称性破缺的模型[5].
3.2.2 非线性振动的研究

结合式(1)、(2)得
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对式(8)作泰勒展开,忽略6次及以上项,得

 f( )x = 2
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则式(7)可化简为
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借助椭圆函数解法,可求出带电粒子的运动学方

程[4]

  x=A1dn[k1(t-t1),m1] (11)
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且sgn(A1)=sgnx( )0 ,其 中 F(u,m)为 第 一 类

Legendre椭圆积分,sgn(x)为符号函数.
分析运动学方程可知,振动频率k1 不仅与质量

M 有关,而且k21 ∝A2
1,都是随着带电粒子初始能量

的增大而增大,体现了非线性运动的一个特征 ———

自相互作用;对于周期T,非线性振动的周期与频率

之积并非常量,它和椭圆函数的振荡周期相关,与带

电粒子的振动频率也有关,即使在相同频率的情况

下,不同的模数也对应不同的振荡周期,在线性(简
谐)振动中周期和频率的等价性在非线性振动中失

效,显示了非线性振动的复杂性.因此,本文所研究的

模型可用于线性振动和非线性振动的比较教学中[6].

4 结语

本文所研究的运动模型有助于学生理解场论中

的对称性破缺概念,在非线性教学中,同样有辅助教

学的作用,因此该模型可以作为大学物理教学中的

一个例子.四电荷系统只是对称电荷系统中的一个

特例,其他对称分布电场的性质也是类似的,本文的

研究方法和视角对研究其他对称分布有一定的借鉴

意义.
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TheChargedParticle′sMotionModeland
ItsApplicationinaFour chargeSystem
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Abstract:Inthecaseofthefour chargesystem,thevibrationsofchargedparticlesinsymmetricaldistributionofthe

electricfieldareinvestigated.Withtheellipticfunctionandintegraltechnique,thekinematicsequationofparticleispresented,

respectively.Themodelinvestigatedinthispapercanhelpstudentsunderstandspontaneoussymmetrybreakingand

nonlinearphysicalknowledgeincollegephysicsteaching.
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