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摘 要:通过猜想加证明的方式得到了求解刚体定轴转动惯量的一个新推论,由这个推论可以将组合定理进行

推广.工程力学上常常遇到的求解形状复杂的均匀刚体的转动惯量时此推论将会特别有用.本文最后通过一道例

题,说明它具有简单、快捷的优点,并有独到之处.
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  转动惯量是大学物理刚体力学中的一个非常

重要的物理量,在求解刚体定轴转动和平面平行运

动方程时首先必须要得到刚体的转动惯量.刚体对

某定轴的转动惯量为I=∑
i
Δmir2i,特别的对连续

体I=∫r2dm.文献[1]上册第三章表3 1给出了常

用的转动惯量(未加证明).

本文首先通过对该表几个典型刚体转动惯量的

推导,探讨相似刚体之间转动惯量的内在逻辑关系,

得到了转动惯量组合定理的一个新的推论 ——— 补

偿求和法;最后通过一道例题说明它在工程力学上

可以简单快捷地求解某些结构复杂的刚体转动惯

量;同时此推论对大学理工科学生关于刚体力学中

转动惯量的深入理解也大有益处.

1 补偿求和法的引入

1.1 同心圆环的转动惯量

讨论匀质质量为m,内外半径分别为R1 和R2

的薄同心圆环,求对其任一直径的定轴转动惯量.如

图1所示,以y轴为定轴,可先求均质,质量为m,半

径为R 的薄圆盘(圆心与原点O 重合,圆盘置于

xOy 平面内)对y轴的转动惯量.

图1 同心圆环的定轴转动

因积分区域为圆形,采用平面极坐标系(r,θ),

如图取质元dm=σdS=σrdrdθ,σ为质量面密度,质

元dm 到y 轴距离r′=rcosθ,则有

I=Iy =∫r′2dm=∬(rcosθ)
2

σrdrdθ=

σ∫
R

0
r3dr∫

2π

0
cos2θdθ=14πσR

4

代入m=πR2σ,得

     I=14mR2 (1)

即为薄圆盘对任一过其直径的定轴转动惯量.

本题中,圆环可等价为质量为m1,半径为R1 的

圆盘被挖去一个质量为m2,半径为R2的同心圆盘,

设两个同心圆盘对y轴的转动惯量分别为I1 和I2,

则我们猜想所求薄圆环对y轴转动惯量I满足叠加

—5—

2016年第5期               物理通报               大学物理教学

作者简介:冯金地 (1984  ),男,硕士,讲师,从事大学物理、理论力学,量子力学等课程的教学和纳米磁性材料的研究工作.



原理

     I=-I1+I2 (2)

其中I1 为想象的.则由式(1),有

I=-14m1R2
1+14m2R2

2

而m1=πR2
1σ,m2=πR2

2σ,且m=m2-m1,故

σ= m
π(R2

2-R2
1)

I=-14σπR
4
1+14σπR

4
2=

π
4

m
π(R2

2-R2
1)
(R4

2-R4
1)=14m(R2

1+R2
2)

这一结果的正确性可由积分法予以验证.

 I=∫r′2dm=∬(rcosθ)
2

σrdrdθ=

σ∫
R2

R1
r3dr∫

2π

0
cos2θdθ=14πσ

(R4
2-R4

1)

代入σ= m
π(R2

2-R2
1)
,即得

    I=14m(R2
1+R2

2) (3)

可见上述的猜想式(2)是正确的.对式(3)作

一讨论是有趣的.

(1)R1→R2=R时,圆环变为细圆环(一维),得

I= lim
R1→R2=R

1
4m(R2

1+R2
2)=12mR2

(2)R1 →0,R2=R 时,圆环变为圆盘,得

I= lim
R1→0,R2=R

1
4m(R2

1+R2
2)=14mR2

此法可称为补偿求和法,在计算某些形状复杂

或被挖空的刚体转动惯量时往往会很方便.

1.2 同心球壳的转动惯量

图2 同心球壳的定轴转动

求匀质质量为m,内外半径分别为R1 和R2 的

同心球壳对其任一直径为定轴的转动惯量.如图2

所示,以z轴为定轴,采用补偿求和法.

设半径分别为R1 和R2 的两同心球体(均为实

心)的质量以及对定轴z轴转动惯量分别为m1 与

m2 和I1 与I2.因前者是虚构的,取负号.则

I=-I1+I2=-25m1R1
2+25m2R2

2 (4)

注:质量为m,半径为R 的球体对任一直径的

转动惯量是2
5mR2,根据

m1=43πR
3
1ρ

m2=43πR
3
2ρ

且m=m2-m1,式中ρ为质量体密度,得

ρ= 3m
4π(R3

2-R3
1)

将m1,m2 及ρ代入(4)得

I=-25
4
3πR

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
1 R2

1+25
4
3πR

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2 R2

2=

 25ρ
4
3π
(R5

2-R5
1)=25mR5

2-R5
1

R3
2-R5

1
(5)

即

    I=25mR5
2-R5

1

R3
2-R3

1
(6)

为同心球壳对任一直径的转动惯量.

讨论此结果是有意义的.

(1)R1 →R2=R 时

I= lim
R1→R2=R

2
5mR5

2-R5
1

R3
2-R3

1
=

2
5mlim

x→R

R5-x5

R3-x3=25mlim
x→R

-5x4

-3x2=23mR2

此即为空球壳(二维)的转动惯量;

(2)R1 →0,R2=R 时

I= lim
R1→0,R2=R

2
5mR5

2-R5
1

R3
2-R3

1
=

2
5mR5-05

R3-03=25mR2

即为实心球体的转动惯量.(上述结果均与文献

[1]118页表3 1相关内容吻合)
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1.3 同心圆柱壳的转动惯量

再举一例:一圆柱壳匀质,内外半径分别为R1

和R2,圆柱长l.求对过质心且与底面平行的转轴的

转动惯量.在柱坐标系下(r,θ,z)可求得底半径R,

长l,质量m 的圆柱体对过质心且与底面平行的转

轴的转动惯量

   I=14mR2+112ml
2 (7)

依补偿求和法,设两同心圆柱体质量分别为m1

和m2;半径分别为R1和R2.对该定轴转动惯量分别

为I1 和I2,并由式(7)得

  I=-I1+I2=- 1
4m1R2

1+112m1læ

è
ç

ö

ø
÷

2 +

    1
4m2R2

2+112m2læ

è
ç

ö

ø
÷

2 (8)

其中

m1=ρπR2
1l

m2=ρπR2
2l

代入式(8)

  I=14 R2
1+R( )22 ρπR2

2-R( )21 l+

  112l
2ρπR2

2-R( )21 l (9)

因m=m2-m1,于是

m=ρV=ρπ(R2
2-R2

1)l

代入式(9)得

  I=14m(R2
1+R2

2)+112ml
2 (10)

即为圆柱壳对过质心且与底面平行的转轴的转动惯

量.

容易验证:

(1)对于空柱壳,R1 →R2=R,有

   I=12mR2+112ml
2 (11)

(2)对于实心圆柱,R1 →0,R2=R,有

   I=14mR2+112ml
2 (12)

2 补偿求和法的数学表述及在工程力学上的应用

2.1 补偿求和法的数学表述

通过以上分析和论证,我们可将普通物理学中

的刚体转动惯量组合定理加以改造.组合定理指出:

刚体由n部分组成时,第i部分对定轴转动惯量为

Ii,则刚体对该定轴转动惯量可以写成

     I=∑
n

i=1
Ii (13)

刚体转动惯量的补偿求和法则如下.

刚体由n部分组成时,第i部分对定轴转动惯

量大小为Ii,正负取决于该部分自身,即如果该部分

质量是实际存在的(real),则取“+”号;如果是虚构

的(imaginary),则取“-”号.刚体对定轴转动惯量

可写为

    I=∑
n

i=1

(±)Ii (14)

利用补偿求和法则有时候可以很方便快捷求出

某些复杂刚体对定轴的转动惯量(特别是组合定理

不能直接使用时),下面仅举一例作为此法之应用.

2.2 补偿求和法在工程力学上的应用

有一模具,由柄(线密度为λ)和与柄相连的薄

圆盘(面密度为σ)组成,柄长l,圆盘半径R2,中心被

挖去半径R1 的圆.且四周亦被对称地挖去4个小正

方形,边长为a,其与小圆边沿相距均为b,如图3所

示.求模具对以O为心,且垂直于盘面的转轴的转动

惯量(图中空白处均表示被挖空部分).

图3 模具的定轴转动

解析:分析得知,模具可看成由7个部分组成.

即长为l的柄(m1),半径为R2 的大圆盘(m2),半径

为R1 的小圆盘(m3),4个小正方形(m4,m5,m6,

m7).(除前两个部分,其余5部分全部为虚构的)设

以上各部分对以O 为心,且垂直于盘面的转轴的转

动惯量的大小分别为I1,I2,I3,I4,I5,I6,I7.

根据补偿求和法则,模具对同一转轴转动惯量
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I满足

 I=∑
7

i=1

(±)Ii=I1+I2-I3-I4-I5-I6-I7

(15)

利用刚体定轴转动的平行轴定理易得

I1=13m1l2=13λl·l2=13λl3

I2=12m2R2
2+m2d22=

   12σπR
4
2+σπR2

2(l+R2)2

I3=12m3R2
1+m3d23=

   12σπR
4
1+σπR2

1(l+R2)2

I4=16m4a2+m4d24=

 16σa
4+σa2 R2-R1-b- 2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷a +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úl
2

I5=16σa
4+σa2 R2+R1+b+ 2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷a +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úl
2

I6=I7=

1
6σa

4+σa2 R1+b+ 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷a
2

+(l+R2)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

故模具对过O点且垂直于圆盘面的转轴的转动惯量

为

I=13λl
3+ 1

2σπR
4
2+σπR2

2(l+R2){ }2 -

   1
2σπR

4
1+σπR2

1(l+R2){ }2 -

 1
6σa

4+σa2 R2-R1-b- 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷a +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úl{ }
2

-

 1
6σa

4+σa2 R2+R1+b+ 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷a +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úl{ }
2

-

 2 16σa
4+σa2 R1+b+ 2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷a
2

+(l+R2)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ }2

总结:以上一些例子表明求解某些复杂结构的

刚体对定轴转动惯量时,常常将刚体分解成n个部

分,允许某些部分是虚构的,分别求出每一部分对定

轴转动惯量,再利用补偿求和法则I=∑
n

i=1

(±)Ii 即

可简便地求得刚体对该轴的转动惯量,这样做往往

会问题大大简化,也能加深我们对转动惯量这一概

念的认识.
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TheGeneralSolutiononFixedAxisMomentInertia
ofRigidBodybyCompensationMethod
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