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摘 要:先用“对称性原理”对均匀带电体在表面某点产生最大电场强度时的形状进行了定性分析,然后用变

分学的欧拉方程对物体的形状进行定量研究,最后对这个问题进行归纳和总结.
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  一个均匀带电体的电荷量是一定的,若带电体

是一均匀带电直线,则当直线弯成什么形状时在曲

线上某一点产生的电场强度最大呢? 若带电体是二

维平面,则当带电平面是什么形状时在平面边缘某

一点产生的电场强度最大呢? 若带电体是三维立体

结构,则当带电体表面是什么形状时在表面某一点

产生的电场强度最大呢? 它们会是圆形或球形吗?

这其实是个泛函问题,本文先对物体形状作定性分

析再对形状进行定量计算.

1 物体形状的定性讨论

如图1所示,以物体上某一点为原点O,竖直向

上的方向为极轴,建立球坐标系(r,θ,φ),其中r∈
[0,∞),θ∈[0,π],φ∈[0,2π],则物体上的任意一

点可由坐标(r,θ,φ)确定,物体表面可由函数r=
R(θ,φ)描述.要使原点处的电场强度最大,物体的

形状应具有以下特性
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:

  (2)改进的实验方法

针对室内风的影响,我们可以用有机玻璃做一

个小的玻璃箱,箱子底部开口,将点燃的蜡烛罩在玻

璃箱内.玻璃箱的一侧和蜡烛火焰齐平处开一个圆

孔,使喇叭正好能通过圆孔对准蜡烛火焰.打开喇叭

播放音乐,学生可以透过玻璃箱清晰地看到蜡烛火

焰随音乐的高低起伏跳动.
或者可以采取另一个实验方案,可以让学生手

里捧住一个吹足气的气球,然后教师在教室内用麦

克风说话,学生就可以非常明显地感受到气球的振

动,且振动随着教师说话响度的大小变化而变化,教
师停止说话,则气球停止振动,进而直观地说明声波

具有能量.

2 结论

以上几个实验都是中学物理“声现象”中经常

出现的常规实验,看似简单其实并不简单.如果没有

经过周密的思考,只是照本宣科,有些实验是很难操

作成功的.一个好的教学实验可以使学生记忆终生,

很大程度上影响学生学习物理的兴趣.而想要做好

这些实验,教师课前必须反复操作,精心设计,优化

实验方案,多使用学生生活中的物品作为实验器材,

使实验方案简单易懂,实验现象清晰明了.深层次挖

掘实验潜力,把一个实验做出新意,做出更高的水

平.其实,一名优秀物理教师的实验水平正是通过这

样一点点思考和积累而来的.
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  (1)物体上任意一点θ<π2
,故θ∈ 0,πé
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某点θ> π2
,则此点电场强度对合电场强度的贡献

为负;若某点θ=π2
,则此点电场强度对合电场强度

的贡献为零;
(2)物体形状具有旋转对称性,绕极轴旋转任

意角度对称,故物体表面函数简化为r=R(θ).由

“对称性原理”[1]:原因中的对称性必反映在结果中,

即结果中的对称性至少有原因中对称性那样多.

图1 物体形状的定性讨论

2 物体形状求解的一般方法

满足固定边界条件y(x0)=y0,y(x1)=y1的光

滑函数集合中,求一个函数y=y(x),满足条件(等
周条件)

∫
x1

x0

G(x,y,y′)dx=C(C为常数)

并使

I[y(·)]=∫
x1

x0

F(x,y,y′)dx=min

如果函数y=y(x)给出泛函的极小值,且满足

等周条件和边界条件,则存在常数因子λ使得函数

y(x)是泛函∫
x1

x0

(F+λG)dx 的逗留函数,即y(x)是

欧拉方程[2]∂H
∂y-ddx

∂H
∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

′ =0,(H=F+λG)的解.

2.1 当带电体是三维物体时的形状[3]

设电荷连续分布的物体的电量为Q,电荷的体

密度为ρ且保持不变,在球坐标系中物体的体积可

以表示为

V=Q
ρ

=∫
2π

0

dφ∫
π
2

0

dθ∫
R(θ)

0

r2sinθdr(等周条件)

电场强度表达式为

E=kq
r2

由于物体具有旋转对称性,带电体在原点处产

生的电场强度在垂直于极轴方向上的分量为零,物
体在原点产生的电场强度为

E(r,θ)=∫
2π

0

dφ∫
π
2

0

dθ∫
R(θ)

0

kρr
2cosθsinθ

r2 dr

令t=cosθ,R1(cosθ)=R(θ),则

V=Q
ρ

=∫
2π

0

dφ∫
π
2

0

dθ∫
R(θ)

0

r2sinθdr=

∫
2π

0

dφ∫
π
2

0

sinθdθ∫
R(θ)

0

r2dr=2π3∫
1

0

R3
1(t)dt

E(r,θ)=∫
2π

0

dφ∫
π
2

0

cosθsinθdθ∫
R(θ)

0

kρr
2

r2dr=

2πkρ∫
1

0

tR1(t)dt

由上述的方法知

H=tR1(t)+λR3
1(t)

t+3λR2
1(t)=0

得

R1(t)= 1
-3λ

t

R(θ)= 1
-3λ

cosθ

由等周条件得

R(θ)=
3
15Q
4πρ

cosθ

图2 带电体的三维结构图

2.2 当带电物体是二维平面时的形状

设电荷连续分布的物体的电荷量为Q,面密度

为σ且保持不变,在极坐标系中物体的面积可以表

示为
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S=Q
σ =2∫

π
2

0

dθ∫
R(θ)

0

rθdr(等周条件)

原点处的电场强度为

E(r,θ)=∫
π
2

0

dθ∫
R(θ)

0

kσrcosθ
r2 dr

若令

t=cosθ  R1(cosθ)=R(θ)
则等周条件为

S=Q
σ =∫

1

0

R2
1(t)
1-t2

dt

电场强度为

E=∫
1

0

t
1-t2

ln[R1(t)]dt

由上述的方法可知

H= t
1-t2

ln[R1(t)]+ λ
1-t2

R1(t)

t
1-t2R1(t)

+λR1(t)
1-t2

=0

得

R1(t)= 1
-λt

即

R(θ)= 1
-λ cosθ

由等周条件得

R(θ)= Q
σ cosθ

图3 带电体的二维平面的形状

2.3 当带电体是一条粗细均匀曲线时的形状

设电荷连续分布的物体的电荷量为Q,线密度

为λ且保持不变,物体的长度可以表示为

L=Q
λ =2∫

π
2

0

r2+r′2dθ(等周条件)

E(r,θ)=∫
R(θ)

0

kλ r2+r′2cosθ
r2 dθ

由对称性原理可知,带电直线每一小段产生的

场强在极轴方向上的分量相同,即cosθ
r2

为一个定

值,即

R(θ)=C cos(θ)
由等周条件得

R(θ)= Q
3.582λ cos(θ)

图4 带电体是弯曲线时的形状

3 结语

通过对带电体的3种情况分析可以发现:
(1)物体的形状具有旋转对称性;
(2)物体上每个微元电荷在表面某一点产生的

电场强度沿极轴方向上的分量相同;
(3)物 体 表 面 的 形 状 可 以 表 示 为R(θ)=

k cos(θ),式中k由等周条件和边界条件决定.在泛

函问题中一般隐含一个不变量,这个不变量可能是

转动的角速度[4~5],也可能是沿某一个方向上的矢

量(比如本文中的问题),在处理此类泛函问题时只

要能找到这个不变量一切问题迎刃而解.
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