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摘 要"利用折算的路程$分析了运动学中的路径选择问题
!

结合费马原理在折射定律中的应用$建立了光学

及运动学中物理描述的对应类比关系
!

该类比方法为深入理解物理光学的光程等概念提供了新的思路
!

关键词"费马原理
!

最值问题
!

路径
!

光程
!

折射率

!!

两点之间沿直线行进最快$这好像是天经地义

的常识$但有时候$情况却并不那么简单
!

骑兵从
"

点出发要将情报送至
#

点的首长帐篷$行进路径需

要经过沙地和草地$如图
"

所示
!

马在沙地跑得慢$

在草地跑得快$骑兵应该怎样选择路径从而由
"

经

最短时间到达帐篷
#

呢%

图
"

!

骑兵最速送信问题示意图

设
$

为草地与沙地分界面上的任意一点$从
"

到
#

在沙地中经过的路径为
"$

$运动速度是
%

"

$在

草地中经过的路径为
$#

$速度是
%

$

!

那么最快到达

即要求时间

&

'

"$

%

"

(

$#

%

$

!

"

"

最短
!

可以分情况讨论#

!

"

"先考虑最特殊情况$如果路径上经过的区

域是均匀的$即马在沙地和草地上行进的速度相等$

%

"

'

%

$

!

这时
"

与
#

两点之间直线距离最短
!

显然$

沿直线
"#

行进最快
!

!

$

"如果
%

"

"

%

$

!

若在行进速度慢的沙地&少'

走一定的路程$而在行进速度快的草地&多'走一定

的路程$则有没有可能实现比沿
"#

直线行进更短

的时间呢
!

为了得到定量的物理解释$需要寻找合适

的物理量作为衡量标准
!

那么$采用什么物理量作为衡量标准呢%假设一

种马可以跑得最快的路面$比如柏油马路$在这种路

面上$马行进的速度可用常量表示
!

则马在不同的路

面#沙地及草地的行进距离都可以等效地&折算'到

马在柏油马路上行进的距离
!

设马在沙土路面上的行进时间

&

"

'

"$

%

"

用该时间乘以马在柏油马路上行进的速度
)

$即可

得到&折算'到马在柏油马路上的行进距离

*

"

'

"$

%

"

)

同理$把马在草地上的行进距离也折算到其在柏油

马路上的行进距离
*

$

$最终可得

+折算
'

"$

%

"

)

(

$#

%

$

)

!

$

"

显然$既然都已&折算'到马在柏油马路上的行
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进距离
+折算$则如果这个距离越小$那么骑兵将到

达的越快
!

这样折算后的好处在于$虽然马在沙地及

草地中行进的速度不相同$行进的时间也各异$但

是$都&折算'到马在柏油马路上运动的距离后$可

以方便地比较由
"

到
#

马沿不同的路径运动时的行

进距离$进而可以方便地比较诸如最短用时等物理

量
!

其实$马在不同的路面上行进的速度是一定的$

因此马在诸如沙地)草地的行进速度与其在行进最

快的柏油路上的行进速度的比值$就反映了这种路

面的某种属性
!

干脆可以用常数
,

"

$

,

$

来表示这种

反映路面自身属性的物理量$它是无量纲量$即

,

"

'

)

%

"

!!

,

$

'

)

%

$

!

*

"

结合式!

$

")式!

*

"$

+折算 可表示为

+折算
'

,

"

"$

(

,

$

$#

'

,

"
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"-槡
$
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$
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$.槡
$

!

&
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因为
"

点与
#

点在
/

轴方向上的间距是固定

的$设为
*

$如图
"

所示
!

令
"-

'

/

$则
$.

'

*

0

/!

且当
"

点与
#

点确定之后$这两个点投影到
1

轴方

向上的距离是确定的$不会因为
$

点的选取而改变
!

因此$在式!

&

"中以
/

为一变量$其最值条件将满足

++折算!/"

+/

'

#

时所需时间最短
!

即

!

,
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化简得
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"槡
$

!

%

"

如果定义
"$

及
$#

与两种界面的法线方向之

间的夹角分别为
!

及
"

$则有

,

"

,-.
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,

$

,-.

"

!

!

"

其中

,-.
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可以看出$因为
%

"

"

%

$

$由式!

*

"有
,

$

"

,

"

$则由式

!

!

"可以知道
,-.

!

"

,-.

"

$即
!

"

"

!

如图
"

所示$因

!

"

"

$则有
"$

"

"$2

而
$#

#

$2#

$这不正是我们

刚一开始所猜测的 ((( 若马在行进速度慢的沙地

上&少'走一定的路程$而在行进速度快的草地&多'

走一定的路程$将使得由
"

到
#

更快
!

有意思的是$

这时明显走了&折线'而非通常意义上的&直线'$但

是到达的却更快了
!

!

*

"如果
%

"

#

%

$

$则采用类似的方法$容易分析

出这时使得由
"

到
#

用时最短的两种界面分界线上

的转折点
$3

一定在
$2

点的右侧
!

这样可以使得马

在行进速度快的路面上&多'走一定的路程$而在行

进速度慢的路面上&少'走一定的路程$从而使得用

时比沿
"#

直线行进更短
!

这是一个非常有趣的现象$其实如果了解光$你

会敬仰地发现&聪明'的光的计算及分析能力
!

我们把图
"

中的问题更换为光从一点
"

出发到

达另一点
#

$光沿哪一条路径行进将用时最短
!

还是设
$

为两种介质分界面上的任意一点
!

光

在真空中的运动速度最快$等效于马在柏油马路上

的运动速度
)!

只是对光而言$这个速度是
)

'

*

4

"#

(

/

*

,

$光在不同介质中的传播速度不同$分别是

%

"

$

%

$

!

仍可用式!

*

"定义的无量纲量来表示不同介

质对光传播的某种属性$即这时的
,

"

$

,

$

分别表示

两种介质的&相对折射率'

!

式!

&

"中的
+折算 表示&光

程'

!

它其实也是将光在各个介质中走过的几何路径

与相对折射率的乘积$&折算'到光在真空中所走过

的路程$用这种方法可以方便地将在不同介质中运

动速度不同)运动时间不同所通过的距离$&折算'

到光在真空中所走过的距离$以便于问题的研究
!

因

此$光从一点
"

传播到另一点
#

时$将沿所需时间最

短的路径传播$这是几何光学中的一条重要的原理$

也称最小时间原理$或最短光程原理$是法国数学家

费马于
"%)!

年首先提出的$即著名的&费马原理'

!

简单地说$费马原理可以理解为#光从空间的一点传

到另一点是沿着光程为极值的路径传播的
!

如此可见$光在传输过程中总是非常的聪明$它

的思考实在是又快又准$令人佩服啊
!
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或
5

' 槡. /

$

(

1槡
$

令上式中
/

$

(

1槡
$

'

*

$则有

5

' 槡* .

所以$醉汉在经过许多次不规则的转身换向后$

虽然我们无法确定其最终的位置$但通过上式可以

算出他离开灯柱的最可能的距离
!

这个距离!

5

"就

等于各次直线行走距离的方均根!

*

"与其直线行走

次数平方根!槡."的乘积
!

现在$让我们从醉鬼走路的研究中再回到布朗

运动$在显微镜下可以看到悬浮的固体微粒做着完

全无规则的运动$微粒所经历的是一条非常复杂的

曲折路径
!

虽然微粒运动的无规则性甚于醉汉千百

倍$从研究方法来说$两者却是完全类似的
!

"'#)

年$爱因斯坦和波兰物理学家斯莫卢霍夫

斯基$分别独立地对布朗运动进行了深入的研究
!

他

们根据做布朗运动的微粒在每段时间
!

&

内的位移$

利用统计平均的方法$从理论上找出了布朗运动中

的悬浮粒子不规则运动的方均根位移公式
!

根据这

个公式推算出在
"!A

水中的悬浮粒子在
"/-.

里

平均位移大约是
%

"

/!

同时$反过来也可以利用所

求得的关系测定阿伏加德罗常数
.

$得到的值为

.

'

"

#

$

56

*

#

7

$

式中
#

为微粒的位移$

5

为气体常数$

6

为绝对温度$

7

为粘滞系数$

$

为微粒半径+

%

,

!

后来$法国物理学家

佩兰和他的同事一起$从
"'#(

年到
"'"#

年花费了

约三年的时间$通过艰苦卓绝的努力$终于出色地完

成了对微粒位置和分布规律的测量$证明了实验结

果与爱因斯坦理论的一致性$从而奠定了分子动理

论的基础
!

对布朗运动研究的成功$可以说是
$#

世纪初刚

建立的统计力学的一项辉煌成果
!

在布朗运动的研

究中所采用的统计平均方法$具有非常典型的意义
!

它向人们指出$即使在如此复杂的运动中$利用统计

方法同样可以找出一定的规律性
!
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