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摘 要:利用瞬态过程满足的微分方程的标准形式和瞬态过程的表达式,探究了物体在线性力作用下的运动特

点及规律.
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  对于在一定条件下发生的瞬态过程,如电容器

和电感线圈在直流电路中的充电或放电过程,各物

理量随时间按指数函数规律变化,都将趋于恒定值,
即物理量逐渐趋于最大值或最小值,反映在物理图

像上,曲线存在水平渐近线.而且物理量的变化满足

一阶线性微分方程x∞ =x+τdxdt.

瞬态变量的初始值f(0)=x0、稳态值f(∞)=
x∞ 和时间常数τ是瞬态过程的三要素,解答这类问

题关键是应用物理规律推导出某个变量的微分方程

的标准形式,再利用瞬态过程的三要素写出微分方

程的通解即瞬态过程的物理量随时间变化的表达

式.下面以物体在线性力作用下的直线运动问题为

例进行分析.

1 物体只受线性力的作用

线性力f=kv的平均值为f=kv,在一段时间内

的冲量大小为f·Δt=kv·Δt=kx,即冲量大小跟对

应的位移成正比.如果物体只受线性力做直线运动,
则由动量定理有f·Δt=kx=m·Δv,可得

Δv=k
mx=Ax

这表明,速度变化量跟位移成正比,即速度随位

移均匀变化,把这种运动称为另类匀变速运动.
如果物体受到的线性力为动力,那么速度随时

间如何变化呢? 下面推导关系式.
设速度v=v0+Ax,则加速度

a=dvdt=Adxdt=Av

由牛顿第二定律有

F=mdvdt=mAv

由此得微分方程的标准形式

0=v+ -1æ
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从数学角度可知微分方程的解为v=v0eAt,速
度随时间按指数规律变化,图像如图1(a)所示.位

移为x=v0
A
(eAt-1),图像如图1(b)所示.

图1

从物理角度来说,微分方程中的v∞ =0不是稳

态速度,系数τ=-1A
为负值,不是时间常数.从受

力条件来说,如果线性力为动力,虽然速度随位移均

匀增加,但不会出现稳态,这种加速运动过程不是瞬

态过程.
那么是否存在速度跟位移成正比的运动呢? 假

设v=Ax,可写成dx
dt=Ax,即

0=x+ -1æ

è
ç

ö

ø
÷

A
dx
dt

可得x=x0eAt.当t=0时x=x0,不为零.这表明当

t=0时物体已经发生了位移,因此运动物体的计时

起点与位移起点不重合.如果选择运动物体的计时

起点与位移起点重合,那么v≠Ax,即不存在速度
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跟位移成正比的运动,这是因为v=v0eAt 中的初速

度v0不能为零,则v=v0+Ax 中的v0不能为零,所
以v≠Ax.虽然由v=Ax 在数学上也可推出v=
v0eAt,但不合实际.

如果物体受到的线性力为阻力,将做何种运动

呢? 由于减速运动的初速度不为零,那么速度与位

移不成正比,而是一次函数关系,即v=v0-Ax,则

加速度为a=dvdt=-Adxdt=-Av,由此得微分方程

的标准形式0=v+1A
dv
dt.

可知速度稳态值v∞ =0,时间常数τ=1A
,则微

分方程的解为v=v0e-At,位移为x=v0A
(1-e-At).速

度图像、位移图像分别如图2(a)、(b)所示,都为指

数曲线,存在水平渐近线,这种减速运动过程是瞬态

过程.

图2

只要物体受到的作用力跟速度成正比,而且是

阻力,做减速运动,就是瞬态过程,因此速度随时间

变化的图像存在水平渐近线.对于这种瞬态过程,速
度随位移均匀变化,而不是成正比.

【例1】如图3所示,光滑U 型导轨PQMN 固定

在水平面上,处于竖直向下的匀强磁场中,磁感应强

度为B,导轨宽度为L,QM 之间接有电阻为R,其余

部分电阻不计.一质量为m,电阻也为R的金属棒ab
垂直放在导轨上,给棒一个水平向右的初速度v0 使

之开始滑行,最后停在导轨上,对此过程,求:
(1)在电阻R 上产生的焦耳热;
(2)通过电阻R 的电荷量和ab棒运动的位移;
(3)位移随时间变化的关系式.

图3 例1题图

解析:(1)棒由运动到静止,机械能转化为电

能,再转化为内能,由能量守恒定律可知,电路中产

生的焦耳热为Q=12mv2
0,由于棒的电阻也为R,因

此在电阻R 上产生的焦耳热为QR =14mv2
0.

(2)安培力的冲量为FAt=BLI·t=BLq.由动

量定理有-BLq=0-mv0,可得电荷量q=mv0

BL .

安培力的冲量为FAt=B2L2v
2R t=B2L2

2Rx=kx.

由动量定理有-B2L2
2Rx=0-mv0,可得位移的

最大值为xm=2mRv0

B2L2 .

(3)由于安培力F=B2L2
2Rv=kv是线性阻力,可

知金属棒运动速度随时间变化的关系式为v=
v0e-t

τ,由动量定理有-kx=mv-mv0,可得位移关

系式为x=mv0

k
(1-e-k

mt).

速度图像如图2(a)所示,经历时间t对应的位移

x=ΔvA =Δv·τ,在数值上等于凹边梯形的面积.虽

然导体棒从运动到停止经历的时间在理论上为无穷

大,但位移的最大值是确定值xm=v0τ,而且很快停

止运动.

2 物体受恒力与线性阻力共同作用

如果物体同时受到恒力与线性阻力的作用而做

直线运动,则运动过程为瞬态过程.物体受到的合力

与速度关系是一次函数关系,从数学角度而言,仍然

属于线性关系.
【例2】在无风的情况下,一个质量为m 的雨滴

由初速度v0 开始在竖直方向自由下落.受到空气的

阻力与速度的一次方成正比,即f=kv,求其运动过

程的速度、加速度和位移随时间变化的规律是什

么? (雨滴在运动过程中的质量变化忽略不计)
解析:雨滴所受重力为恒力F=mg,受空气阻

力为f=kv,由牛顿第二定律列出关于速度的一阶

线性微分方程为

F-kv=mdvdt

变形为 F
k =v+m

k
dv
dt

(下转第55页) 
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区域 Ⅰ 中的磁场

BⅠ =BⅡ =mv0

qR =0.30T

BⅠ 方向垂直纸面向外,BⅡ 方向垂直纸面向里,面
积为

SⅠ =SⅡ =π-2
2 R2

同理可知区域 Ⅱ 中的磁场

BⅢ =BⅣ =2mv0

qR =0.60T

BⅢ 方向垂直纸面向里,BⅣ 方向垂直纸面向外,面
积为

SⅢ =SⅣ =π-2
8 R2

4 合理推广 拓展视野

通过磁聚焦模型中的磁区设计,实现了平行粒

子束通过P 孔后宽度变为原来的一半.进一步研究

还可得到区域 Ⅰ 和 Ⅱ 中两个磁场的比值,同区域

Ⅰ和Ⅱ中的平行粒子束宽度的比值是倒数的关系.
因此,磁聚焦模型中的磁区设计,为获取不同宽度的

平行粒子束以及改变运动过程中平行粒子束的宽

度,提供了理论上的支持,扩大了平行粒子束在科学

研究中的应用范围.
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 可知时间常数为τ=m
k
,稳态速度为v∞=F

k.已知

初速度为v0,可知速度关系式为

v=v∞ +(v0-v∞)e-t
τ =

mg
k +(v0-mg

k
)e-k

mt

取导数可得加速度为

a= g-kv0æ

è
ç

ö

ø
÷

m e-k
mt=a0e-k

mt

速度图像如图4(a)所示,加速度图像如图4(b)

所示,都存在水平渐近线,这种加速运动过程是瞬态

过程.

图4

空气阻力的冲量为f·Δt=kx,对雨滴的运动

过程由动量定理有mgt-kx=mv-mv0.
由此可得位移随时间变化的关系式为

x=mg
kt-m

k
(v-v0)=

mg
kt-m

k
mg
k -væ

è
ç

ö

ø
÷0 1-e-k

m( )t

考虑到图2(a)中的凹边梯形与图4(a)中的凹

边梯形相似,那么对于图4(a),速度图线与时间轴

围成的凸边梯形面积等于对应的矩形面积S1=v∞t
与凹边梯形面积S2=Δv·τ之差.其中

Δv=vt-v0=(v∞ -v0)(1-e-k
mt)

从命题角度而言,为了保证空气阻力与速率成

正比,稳态速度v∞ =F
k

的值不能太大,那么k取值

应较大,因此时间常数τ=m
k

很小,则t=5τ较小,所

以雨滴将很快达到稳态速度.
只要物体受到线性阻力f=kv的作用做减速运

动,或者物体在恒力F 和线性阻力f 共同作用下做

减速直线运动或加速直线运动,物体将趋于停止或

趋于匀速运动,有关物理量随时间变化的过程是瞬

态过程.
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