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摘 要:就刚体动力学中角动量公式和转动方程进行了分析,指出转动惯量张量不是常量,得到了相关的矢量

式,并分析了一些对公式L=Jω 和M =Jβ 的常见误解.
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1 缘起

本刊2016年第10期刊文“刚体与质点动力学

关系的内在统一性”[1],把刚体力学与质点力学的相

似性上升到某种理论高度.该文的一些理解是正确

的,如“牛顿第二定律和转动定理所描述的都是在外

因作用下,适用对象运动状态的变化与外因量之间

的关系”,

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

两套力学之间确有一定的相似性和平行
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再说明3个波函数的等价性.比较3个波函数

发现,它们形式上大体相同,只不过,B 比A 的相位

角少了2π
λd,C 比A 的相位角多了2π

λd.这个区别是

不难理解的:因为此波是往正向传播,C点在A 点左

边,所以会比A点的相位要超前kd,即CA 的相位差

为kd;B 点在A 点右边,所以会比A 点的相位要落

后kd,即AB 的相位差为kd.这个相位差在波函数

的形式上体现出来,就是B 的波函数相位角要比A
的少kd,而C的要比A 多kd,但他们描述的其实是

同一列平面简谐波.
2.2.2 从表示某点的振动方程角度理解3个波函

数的等价性

我们知道当波函数中x 变量一定时,波函数转

化为质点的振动方程.下面用3个波函数来描写波

线上P点的振动方程.如果以A为坐标原点,则P点

的坐标为xP=u+d,代入A的波函数得到P 点的振

动方程为
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如果以B为坐标原点,则P点的坐标为xP1=u,
代入B 的波函数得到P 点的振动方程为

yP1 ( )t =Acosωt-uæ
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如果以C为坐标原点,则P 点的坐标为

xP2=u+2d
代入C的波函数得到P 点的振动方程为

yP2 ( )t =Acosωt-u+2dæ
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比较发现yP ( )t ,yP1 ( )t 和yP2 ( )t 实际上是一样的.
也就是说,从表示某点的振动方程的角度,间接说明

3个波函数实际上是等价的.
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性.但这种相似性是有限的,故而将该相似性上升到

理论高度的基础也就不存在了.
该文的核心问题在于低估了刚体力学的复杂

性.诚然,文献[1]对此确有警觉,始终谈论的是刚

体运动的特殊情形 ——— 定轴转动.但即便如此,该

文仍未能对此有充分警觉,从而导致错误.
如果仅讨论刚体定轴转动的轴向分量,那么所

述的跟质点力学的相似性没有问题.设转轴为z轴,

此时的相关公式(或方程)有

Lz=Jω  Mz=Jβ (1)

其中J是刚体对z轴的转动惯量.(该量是下文转动

惯量张量的zz分量,故而其严格记法是Jzz.但在定

轴转动情形,常省略一些,记为Jz,甚至更省略地记

为J.)如果喜欢矢量式,那么只能得到

Lzez=Jω  Mzez=Jβ (2)

其中已考虑到了角速度和角加速度都只有z分量.
显然,式(1)和(2)包含完全相同的内容.但如果将

其推广为

L=Jω (3)

M=Jβ (4)

那么就错了:两式一般并不成立,且式(4)比式(3)

错得更多.这种错误在一些大学物理教材中屡有出

现,故值得提醒注意.

2 刚体角动量的矢量式

一般理论力学教材都对刚体角动量有详细论

述,例如文献[2].具体的,刚体角动量L(对定点或

质心)与角速度ω 存在线性关系,其矢量式是

L=J
→→·ω (5)

其中二阶张量 J
→→

称为转动惯量张量,其定义是

J
→→

=∑imi(r2iE
→→

-riri) (6)

其中ri 是质元mi 的矢径,ri 是其大小,E
→→

是二阶单

位张量.
式(5)只表明角动量L与角速度ω 有线性关系,

而式(3)则进一步要求L 与ω 方向相同.许多教

材[3,4]都举例指出二者的方向并不一定相同.也许

会问:式(5)针对的是一般情形,如果限制为定轴转

动,结果是否会简单? 不会.实际上,前述L与ω 不

同向的例子正属于定轴转动.定轴转动时虽然ω 只

有z分量,但L的x,y和z分量都存在.式(1)和(2)

只告诉我们了L的z分量,但未涉及其x,y分量.实

际上它们也跟角速度成正比

Lx =Aω  Ly =Bω (7)

注意角速度只有z分量,但它决定了角动量的x,y
分量.所以,式(3)一般是错的.

3 刚体角动量定理(转动定律)的矢量式

如果把式(3)修正为式(5),那么新的式子

M=dLdt=J
→→·dω

dt=J
→→·β (8)

算是对式(4)的纠正,从而可以成为刚体动力学方

程(对定点或质心)的一般形式吧? 遗憾的是,这里

又有新的错误,即使在定轴转动情形也不对.因为转

动惯量张量 J
→→

不是常量,而是依赖于刚体空间位置

的变量.在定轴转动情形,它则依赖于刚体的角坐

标.
转动惯量张量怎么会不是常量? 一般力学教材

计算出的它的各个分量不是常数吗? 首先,由于其

定义式(6)中含有各质元的矢径r,故 J
→→

当然是变

量.其次,可以建立两套坐标系,一套是静止系(x,

y,z),一套是固连在刚体上的固连系(ξ,ζ,η).质元

的矢径可表示为

r=xex +yey +zez=ξeξ+ζeζ +ηeη

(ex,ey,ez)是常矢量,坐标(x,y,z)是变量.由于质

元固连于刚体,故坐标(ξ,ζ,η)是常量,而(eξ,eζ,

eη)是变矢量.无论从哪种分解式看,r都是变矢量.

J
→→

的情形完全相同,有两套分解方式

J
→→

=∑
ij
Jijeiej=∑

ab
Jabeaeb (9)

其中i,j=x,y,z而a,b=ξ,ζ,η.张量eiej 为常量,

但其系数Jij[以式(7)中的A,B为特例]为变量;通

常教材中给出的惯量矩阵在固连坐标系中写出的,

其矩阵元Jab 当然都是常数,但同时其对应的固连系

基矢是变量.无论如何,J
→→

是变量.
那么,动力学方程(8)该如何修改? 通常是结

合欧勒运动学方程写出其分量形式[2],未见其矢量

式.其实,该矢量式并不复杂,为

M=ω×J
→→·ω+J

→→·β (10)
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文献[2]“轴上的附加压力”一节中,所得方程中出

现了ω2 项,这正来自式(10)第一项.
式(10)证明如下:根据角动量定理和式(5),有

M=dLdt=d
(J
→→·ω)
dt =dJ

→→

dt
·ω+J

→→·dω
dt
(11)

对于转动惯量 J
→→,取式(9)中固连坐标系中的展开

式.由于对于任意固连于刚体的矢量A,其变化率为

dA
dt=ω×A (12)

而(eξ,eζ,eη)三者恰好固连于刚体,故而式(11)右

边第一项为

dJ
→→

dt
·ω=∑abJab

dea

dteb+ea
deb

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
·ω=

∑abJab[ω×eaeb·ω+ea(ω×eb·ω)]=

∑abJabω ×eabb·ω=ω×J
→→·ω

故得式(10).(注意,不要错误地认为dJ
→→

dt=ω×J
→→

.)

另一证法是,当ω 是常矢量时,刚体的角动量L
一定固连于刚体,故而由式(12)有

dL
dt ω

=ω×L

把式(5)代入,即得式(10)右边的第一项.
也许会问:一般情况复杂,但定轴转动会简单一

些吧? 不会,文献[2]处理的轴上附加压力正是定

轴转动情形.那难道没有简化情形吗? 有,而且是两

种.第一种是定轴转动,且只关心动力学方程的z分

量.此时结果就是式(1)和(2).第二种是刚体的转

轴恰为其惯量主轴,此时矢量式(3)和(4)都成立.
文献[5]、[6]也谈及了刚体力学和质点力学的

平行性,但只是把定轴转动的z分量公式与质点一

维运动情形做了对比,未推广到矢量式.文献[6]着

重提醒:这种平行性可以帮助记忆,但并非基本.在

逻辑上,先有质点力学;加上牛顿第三定律得到质点

系力学;再加入刚体假设,才有刚体力学.如果觉得

刚体的转动与平动(或质点运动)在非常基本的层

面上平行,就有可能将已有结果贸然推广到三维矢

量情形,犯下错误.
最后要说明的是,本文所谓的“矢量式”,仅指其

坐标无关性,形式上抽象、紧凑,并非真的仅指矢量,

因为本文中还涉及二阶张量.
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VectorFormulaonRotationEquationofRigidBody
———Alsoonthe“innerconsistence”withmasspointdynamics
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Abstract:Theangularmomentumformulaandequationofrotationinrigidbodymechanicsareanalyzed.Itis

pointedoutthatthetensorofthemomentofinertiaisnotconstant,andsomerelatedvectorialformulasare

obtained.ThecommonmisunderstandingoftheformulasL=JωandM=Jβareanalyzed.
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