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摘 要:匀强磁场中导体做切割磁感线运动而产生的动生电动势公式E =BLv 只适用于特定情形.如何将其

推广是一个热点话题.本文以导线微元动生电动势的一般公式和刚体运动特征为起点,将动生电动势公式推广到

直导线的任意运动以及任意形状的刚性导线的任意运动情形,得到了3条结论,并对它们进行了证明.
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  磁场中导体运动导致的动生电动势是电磁感

应的一个重要内容.而动生电动势的计算也是高考

和竞赛的重要考点,也是大家讨论的一个热点[1].文

献[2]研究了较为一般的情况,即刚性直导线在垂

直于匀强磁场的平面内绕任一固定点旋转.其结论

是,无论固定点在哪里,导线中的电动势都由其中点

速度决定,并给出公式和相关证明.
本文欲将其结论推广到更一般的情形,
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包括直

图7所示,从图中包络线可以形象地看出x=0位置

是中央暗条的中心位置,x=0.003m位置是第一亮

条的中心位置.

图7 相差为π的多时间波形叠加图

  还可以验证实验装置的参数对干涉的影响,如

d和L 的改变,只要改变相应的单元格数据即可,这

里不一一验证了,有兴趣的朋友可以去做做.
回想起初看到t1 时刻的波形图时对图形的怀

疑,原因是因为驻波的波形干扰了我们,以为杨氏双

缝干涉的波形图也该是规规矩矩的标准图,虽然有

理论合成的方程式,但没有看到过实际合成的波形

图,这种Excel数形结合的方法应用到物理中来收

到了较好的效果,使得本来不易研究的物理问题变

得简单、形象、直观,让我们看到了物理现象最本质

的东西.
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导线的任意运动以及任意形状的刚性导线的任意运

动,并对结果给出更为严格和简短的证明.

1 出发点

讨论的出发点是一段导线微元dl在磁场中运

动时产生的电动势

     dE=v×B·dl (1)

该式不仅给出了电动势dE的大小,也给出了其

符号,而且以沿dl方向为正.根据矢量混合积的性

质,该电动势等于3个矢量v,B,dl所构成的平行六

面体的体积(可相差一个负号),如图1所示.如果v,

B,dl构成右手系,则dE>0;若三者构成左手系,则

dE<0.当然,如果v,B,dl中有任何两个方向相同

(或相反),则dE=0.所有这些都与动生电动势的通

常判断结果(包括大小和方向)相同.

图1 混合积v×B·dl

还需对刚体的运动做一陈述.在刚体上取一点

D,称为基点,则刚体的任一运动状态可视为随基点

的平动和绕基点的转动的合成.平动由vD 表征,转

动由角速度ω表征.这里的角速度矢量沿转轴,且由

右手螺旋法则确定:伸出右手,让四指绕向与旋转方

向一致,则大拇指的指向就是角速度的方向.这样,

刚体上任一点P 的速度为

     v=vD +ω×r (2)

其中r为点P 相对于点D 的位置矢量.基点可以任

取,从而vD 和r随之变化;但无论取哪一点为基点,

刚体的角速度ω 是确定的.

2 直导线做任意运动时产生的电动势

结论一:刚性直导线在匀强磁场中做一般运动

时产生的电动势,等于它以中点速度做平动而产生

的电动势

   E=B×l·vC =B·l×vC (3)

如果导线限制在某平面内运动(比如垂直于磁

场的平面,即文献[2]所考虑的情形),那么此时可

以用图2来对结论一进行说明.导线从位置AB运动

到A′B′时扫过的面积,与导线仅做平动而运动到

A″B″时所扫过的面积,二者显然相等.故两种运动

所切割的磁通量相同,电动势相同.

图2 做平面运动的直导线

对于更一般的情形,可对结论一做如下说明:在

中点两边对称地取两段微元,它们的速度都是中点

速度加上相对于中点的速度.它们的后一相对速度

一定相反,对总电动势的贡献相反,从而只剩下各自

的中点速度导致的贡献.由于相对运动的效应成对

抵消,故而最终只剩下共同的、中点速度导致的效

应.

结论一的严格证明如下.

以中点C 为原点,导线上任一点的位置矢量为

xe -l
2 ≤x≤l

2
,e为沿ABæ

è
ç

ö

ø
÷方向的单位矢量 .

对于直导线的任一运动,设其中点速度为vC,角速度

为ω,则根据式(2),点xe的速度为

     v=vC +ω×xe (4)

将其代入式(1),考虑到微元为dl=dxe,积分,并注

意vC,ω,e,B在积分时都是常矢量,得

E=∫
B

A
dE=∫

B

A
(vC +ω×xe)×B·dl=

∫
B

A
vC ×B·dl+∫

B

A
(ω×xe)×B·dxe=

vC ×B·∫
B

A
d( )l +(ω×e)×B·e∫

l
2

-l
2
xdx=

vC ×B·l+0=B·l×vC

其中l= →AB.证毕.

以图3中的导线AB为例.图示为一个导体线圈
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ABODA 固定在一个圆锥的表面,在匀强磁场中绕

轴线转动,且此时OB 刚好与磁场方向相同.相关参

数和坐标系已标出.对于AB 段的电动势,根据结论

一,虽然AB 在转动,但完全可以不顾及该转动,仅

认为AB 段以中点速度(方向垂直纸面向内、大小为

vC =ωLsinθ
2 )做平动.根据计算式(3),由于L= →AB

与磁场B的夹角为π
2-θ,而vC 与二者都垂直,故AB

段的电动势为

  EAB =BLvCcosθ=ωBS (5)

其中S=L2sin2θ
4

为三角形ABO 的面积.可以看出,

式(5)也等于图中过中点C 且平行于转轴的导线

A′B′绕轴转动时产生的电动势.

图3 处于匀强磁场中的导线

3 一般闭合回路中的电动势

结论二:对于匀强磁场中任意形状的刚性线圈,

其做任意运动时的总电动势为

   E=B·S×ω=B×S·ω (6)

其中S为其面积矢量.

这里先对面积矢量作些说明.

(1)面积矢量仅对回路才有定义.不闭合的导

线没有“面积矢量”一说.

(2)对于平面回路,其面积矢量的大小就是回

路面积的大小,其方向沿回路平面的法向,且由右手

螺旋法则确定:四指绕向与回路的绕向(电流或电动

势的正方向)相同,则大拇指的方向即为S的方向.

(3)如果是由空间曲线构成的回路,则可将其

视为许多小的平面回路构成,每个平面回路可以确

定其面积矢量;它们的矢量和就是整个回路的面积

矢量.对于图3中的回路ABODA,将其视为回路

ABOA 与AODA 之和,二者的面积矢量分别是-Sex

和-Sey,则整个回路的面积矢量为-S(ex+ey),其

大小为 2S.
(4)N 匝线圈的面积矢量是单匝线圈的面积矢

量的N 倍.如果匝与匝之间距离较大,或者线圈的

绕行相当任意,那么可用下面的一般公式定义其面

积矢量

      S=12∮r×dr (7)

其中的微元r×dr
2

正是环路微元dr与原点构成的

回路(图4中的ABOA)的面积矢量.
(5)回路的面积矢量显然跟原点的位置无关,

而式(7)正满足这一条,虽然表面上它似乎跟原点

的位置有关.这是因为,原点换成 O′ 时,r′=r+

rO(图4).由于rO 为常矢量,故

dr′=dr
于是

S′=12∮r′×dr′=12∮(r+rO)×dr=

  12∮r×dr+12rO ×∮dr=S

其中用到了∮dr=0.

图4 面积矢量

对于常见的矩形线圈旋转产生电动势的问题

中,当线圈平面与B 平行时,线圈的电动势最大,且

最大值为BSω.用式(6)来解释,那是因为此时B,S
与ω 两两垂直.仔细分析还表明,式(6)也正确反映
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了电动势的方向(注意电动势的正方向就是回路的

绕向).而图3中的回路ABODA 的电动势依式(6)

计算为

E=Bey ×[-S(ex +ey)]·ωez=BSω (8)

当然,式(8)也可以通过分析回路每段的电动势而

得到.

可以根据式(6)来判断线圈的电动势何时为

零.这包括以下情形:

(1)ω=0,即线圈只做平动,无转动;

(2)ω,B同向,即线圈的转轴沿磁场方向;

(3)ω,S同向.对于平面线圈而言,这意味着线

圈的转轴垂直于线圈平面;

(4)S,B同向.对于平面线圈而言,这意味着磁

场垂直于线圈平面.由于线圈旋转通常导致面积矢

量的旋转 dS
dt=ω×æ

è
ç

ö

ø
÷S ,故而S,B 同向通常只在某

时刻成立,此时电动势瞬时为零.

结论二的证明如下.

任取线圈刚体的基点D,把式(2)代入式(1),

积分,得

E=∮dE=∮(vD +ω×r)×B·dr=

vD ×B·∮dr+∮dr×(ω×r)·B

其中vD,ω,B为常矢量,而

dr×(ω×r)=ω(r·dr)-(ω·dr)r=

ωd 12r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -12
(ω·dr)r-12ω

·(dr)r-

1
2ω
·rdr+12ω

·rdr=

ωd 12r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -12ω
·d(rr)+

1
2
(ω·r)dr-12

(ω·dr)r=

ωd 12r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -12ω
·d(rr)+12

(r×dr)×ω

其中rr为并矢(二阶张量).由于

∮dr=0  ∮d 12ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0  ∮d(rr)=0
故

E=12∮r×d( )r ×ω·B=

S×ω·B=B×S·ω
其中,用到了面积矢量的定义(7).证毕.

4 任意形状的导线中的电动势

结论三:对于任意形状的刚性导线ALB,其在

匀强磁场中运动时产生的动生电动势由两部分构

成:直导线AB 的电动势和回路ALBA 的电动势,即

   EALB =EALBA +EAB (9)

该结论的证明非常简单,几乎不需要文字说明,仅图

5足矣.

图5 一般刚性导线的电动势

于是,根据结论一和结论二,导线ALB 的电动

势为

  EALB =B×S·ω+B×l·vC (10)

其中vC 为直线段,l= →AB 的中点的速度.注意该定理

是非常一般的,仅有匀强磁场和刚性导线这两个要

求:导线的形状是任意的,导线的运动也是任意的.

对于直导线,式(9)和(10)的第一项为零;对于

闭合线圈,它们的第二项为零.而对于图3中非闭

合的空间导线BODA,根据结论三,其电动势应该

为回路BODAB 的电动势与直线BA 的电动势之

和.前者由式(8)给出,后者与式(5)相反,故导线

BODA 电动势为零.(当然,直接分段考虑也可得到

该结论.)
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