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摘 要:对 一 道 牵 连 体 的 高 考 模 拟 题 展 开 分 析,并 推 导 出 两 牵 连 体 的 速 度 和 加 速 度 表 达 式,并 利 用

Mathematica模拟出二者随绳子摆角的变化规律.
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  在备战高考的复习中,常遇到绳牵连体问题,许
多学生对此非常棘手;尤其是寻找牵连体速度极值位

置时经常出现这样的错误:两者同时达到速度极值,
速度极值位置在二者静止的位置.其实不然,利用牛

顿第二定律、能量守恒和一定的数学知识推导后就会

发现两牵连体速度并非同步变化.下面笔者就结合一

道高考模拟题来分析牵连体速度极值的位置.
解决此类问题时要明确两点:牵连体沿着绳方

向速度大小相等,能量守恒.

1 真题回放

【题目】(2017年南通高三第一次调研)如图1
所示,足够长的光滑直杆倾斜固定,杆上套有质量为

m的小滑块A,用足够长、不可伸长的轻绳将A与另

一质量为2m的小物块B绕过光滑的定滑轮相连接,

A位于O 点,此时滑轮左侧轻绳恰好水平.现将A从

O 点由静止释放,B 在运动过程中不触碰滑轮和直

杆,则(  )

A.滑块A 释放瞬间,绳对A 的拉力为2mg
B.滑块A 速度最大时,物块B 的速度也最大

C.滑轮左侧的轻绳与直杆垂直时,滑块A 速度

最大

D.滑轮左侧的轻绳与直杆垂直时,滑块A 机械

能最大

解析:设初始时杆与水平面夹角为α,滑块A 释

放瞬间绳子拉力为T,对A,B 受力分析可得

   
Tcosα+mgsinα=maA

2mg-T=2ma{
B

(1)

由几何关系得aAcosα=aB,整合后有

T=1-cosαsinα
1+2cosαsinα

·2mg<2mg

故A选项错误.

图1 题图

A 下滑至滑轮左侧的轻绳与直杆垂直的过程

中,A 和B 的高度皆降低,速度均增大;此后A 继续

下滑,假设A 稍下滑一点,绳与杆垂直方向夹角为

β(β极小),绳子拉力为F,对A 和B 受力分析得

   
2mg-F=2maB

mgsinα-Fsinβ=ma{
A

(2)

由几何关系可得

aAsinβ=-aB

联立后有

aA =gsinα-2sinβ
1+2sin2β

>0

故A的速度将继续增大,B的速度将减小,由此可知

—82—

2018年第4期               物理通报               中学物理教学

作者简介:许龙(1989  ),男,中教二级,研究方向高中物理教学和竞赛辅导.
通讯作者:杨培军(1970  ),男,中教高级,研究方向物理教学改革与教育理论.



选项B,C错误.
A 下滑至绳与杆垂直的过程中,绳子拉力对A

做正功,机械能增加;滑过与杆垂直位置后,绳子拉

力对A 做负功,A 机械能减小,故D选项正确.
答案解析并无错误,但并未对两牵连体速度和

加速度进行详细推导,其变化规律到底如何并未作

详细说明.下面笔者就这种牵连体的一般模型进行

分析计算,寻找速度和加速度表达式,并利用特殊值

验证计算.

2 速度变化规律

设光滑杆与水平夹角为α,经过一段时间绳与

水平夹角为θ,滑轮左侧绳长为L,A的速度v1,沿杆

运动位移x;B的速度为v2,亦为A沿绳子上的分速

度,此时二者速度关联v2=v1cosα+( )θ ,如图2所

示.由此可知,当

α+θ< π2
时,A 沿绳子方向分速度沿绳向上,B 向下运动,当

α+θ> π2
时,A 沿绳子方向分速度沿绳向下,B 向上运动;所
以当

α+θ=π2
时,A,B 重力做正功,B 速度为零,A 机械能最大.

图2 两物速度与位置图像

在滑块A运动的任意位置、初点、绳子与滑轮悬

点围成的三角形,内角分别为α,θ,π- α+( )θ ,可
由三角形正弦定理得

d
sin[π- α+( )θ ]=

x
sinθ= L

sinα
(3)

可得A 下滑位移x 和B 沿绳向下位移Δh

    
   x= dsinθ

sinα+( )θ

Δh=d-L=d- dsinα
sinα+( )θ

(4)

同时利用机械能守恒得到其速度大小

 mgxsinα+2mgΔh=12mv2
1+12

·2mv2
2 (5)

将式(4)代入式(5)整合可得二者速度,为了方便,
笔者用v21 和v22 来表示二者速度关系

v21=2dg sinαsinθ+2sinα+( )θ -2sin[ ]α
1+2cos2α+( )[ ]θ sinα+( )θ

(6)

v22=2dgcos2α+( )θ sinαsinθ[ +
2sinα+( )θ -2sin ]α ·

 1+2cos2α+( )[ ]θ sinα+( ){ }θ -1 (7)
由表达式已能看出二者速度并非同步变化.可

由 Mathematica作出二者随绳摆角θ的变化图像,
能更形象地表示出二者变化规律.

当α = π3
,g =10 m/s2,d =1 m 时,可 由

Mathematica命令作出两者速度图像,如图3所示.

图3 α= π
3

时两物体速度随绳子摆角变化规律

由图像更能直观看出二者速度变化规律:速度

变化并不同步,物块B速度有两个极值,而A只有一

个.对于速度极大值的位置可以利用求导的方法进

行计算:令速度为θ的函数,并令其导函数为零,求
解的根即为速度最大值时对应的绳子摆角.可用

Mathematica的寻根命令,解得滑块A 速度极大值

的位置在θ=0.6853rad附近;而物块B 速度极值

有两个,分别在θ=0.1814rad和θ=1.2799rad.
其中物块B 速度为零的位置正是α 的余角.

当α=π2
时,杆竖直,此时二者速度变化规律图

像如图4所示,也能看出二者速度并不同步变化.

图4 α= π
2

时两物体速度随绳子摆角变化规律
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3 加速度变化规律

由于牵连体在沿着绳子方向上速度相同,即

v2=v1cosα+( )θ
两边同时对时间求导,得

 dv2dt =dv1dtcosα+( )θ + -v1sinα+( )θ dθ
d

é

ë
êê

ù

û
úút
(8)

其中a1=dv1dt
,a2=dv2dt

,分别为A,B 两物体的加速

度大小,且在初始时刻A沿杆向下运动,B竖直向下

运动.

而dθ
dt

为滑轮左端绳子绕滑轮运动的摆角对时

间的变化率,即为摆线摆动的角速度ω,若转换参考

系可认为A沿着杆下滑的一个分运动为随绳子绕滑

轮定点做角速度为ω 的匀速圆周运动,线速度为A
垂直于绳子方向的速度

v⊥=v1sinα+( )θ
即有

  ω=v⊥

L =v1sinα+( )θ
L

(9)

将式(9)代入式(8)整合后有

a2=a1cosα+( )θ -v21sin2α+( )θ
L

(10)

同时对二者受力分析,如图5所示.

图5 两物体受力示意图

mgsinα+Tcosα+( )θ =ma1

2mg-T=2ma{
2

(11)

消去绳子拉力T 也可得A,B 两物体加速度关系

a1=gsinα+2g-a( )2 cosα+( )θ (12)

联立式(10)和式(12),可得加速度表达式

a1=gsinα+2cos(α+θ[ ])
1+2cos2α+( )θ +

  v21·2cos(α+θ)sin2α+( )θ
L 1+2cos2α+( )[ ]θ

(13)

a2=gcosα+( )θ sinα+2cosα+( )[ ]θ
1+2cos2α+( )θ -

   v21sin2α+( )θ
L 1+2cos2α+( )[ ]θ

(14)

将式(6)代入式(13)、(14)即得两物体加速度随绳

子摆角变化关系

a1=gsinα+2cosα+( )[ ]θ
1+2cos2α+( )θ +

4gcosα+( )θ sin2α+( )θ
1+2cos2α+( )[ ]θ 2 ·

 sinαsinθ+2sin α+( )θ -2sin[ ]α
sinα

(15)

a2=gcosα+( )θ sinα+2cosα+( )[ ]θ
1+2cos2α+( )θ -

2gsin2α+( )θ
1+2cos2α+( )[ ]θ 2·

 sinαsinθ+2sin α+( )θ -2sin[ ]α
sinα

(16)

由Mathematica可模拟出二者加速度随摆角之

间的变化规律,它们并不同步变化.为了体现与上文

的连贯性,我们依然采用以下两个角度加以分析.

当杆与水平面夹角α=π3
时,加速度变化规律

如图6所示.

图6 α= π
3

时两物体加速度随绳子摆角变化规律

由图可知:二者在初始时刻加速度并不为零,一
起做加速运动,当加速度为零时速度应达到极值,该
图像明显反映出滑块A只有一个速度极值,而物块B
有两个速度极值,其角度大小与上文所得结果一致.

当杆与水平面夹角α=π2
时,加速度变化规律

如图7所示.

图7 α= π
2

时两物体加速度随绳子摆角变化规律

(下转第34页) 
—03—

2018年第4期               物理通报               中学物理教学



A的拉力TA,弹簧测力计B的拉力TB 组成三角形,

在保持像皮条对结点O 的拉力T 不变的前提下,以

弹簧测力计A 的拉力TA 为半径画矢量圆,改变其

方向使α角减小,做出矢量三角形,如图10所示,从

图形上可以直接得出结论.

图10 矢量图法分析例4

2.5 多力动态平衡转化为三力动态平衡

很多物体的平衡不仅仅局限于三力的汇交情

形,涉及到多个力的平衡,往往这些问题的解决需要

引入摩擦角等,将力的平衡问题转化为三力动态平

衡的几何问题进行处理.
【例5】一质量为m 的物体置于倾角为α的斜面

上,物体与斜面间的动摩擦因数为μ,若要使物体沿

斜面向上匀速滑行,求拉力的最小值.
解析:教学中对本题常用的处理方法是根据平

衡条件,假设拉力与斜面的夹角为θ,利用正交分解

得到函数F=F(θ),再求极值,但运用这种方法,计

算过程非常繁琐,并且要利用三角函数的推导、变换

求解,对数学知识的要求很高.我们可以换一种教学

思路.引入全反力,化四力平衡为三力平衡,根据矢

量三角形求解.用全反力R代替支持力和摩擦力,则

物体只受到重力mg,拉力F,全反力R,如图11所

示,摩擦角φ=arctanμ,由矢量三角形和三力动态

平衡可知,当F 垂直于全反力时,拉力F 最小,此时

最小值为

F=mgsin(α+φ)=
mg(sinα+μcosα)

1+μ2

图11 多力动态平衡转化为三力动态平衡

可以看出,引入摩擦角的好处就是通过全反力

的等效替代,减少力的个数,化多力平衡为三力平

衡,通过矢量三角形迅速确定临界平衡状态,把平衡

问题的判断转化为寻求角度之间的关系,这是求解

多力平衡的重要思想方法.

3 结束语

在教学过程中,通过对上述高考题的分析,引导

学生充分利用解析法、矢量三角形图解法、相似三角

形、矢量圆、拉密定理或正弦定理解决动态平衡问

题,结合动画展示动态变化过程,可有效提高学生利

用数学工具处理物理问题的能力,促进发散性科学

思维的培养,有效提高学生的核心能力和创新思维

能力,落实核心素养
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.
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发现在初始一段时间内物块B 加速度为负,说

明结果与式(10)和式(11)中假设B 竖直向下的加

速度方向相反:在此种情况下初始时刻B 应该是向

上加速运动,这也是与事实相吻合的.

4 总结

分析此类复杂的非匀变速运动我们采用了机械

能守恒的方法,从而避开了运动过程中变化的受力,

相对更简便一些.对于有些牵连体问题,二者速度、加

速度并非同步变化,其速度并非同时达到极值,而是

有先有后.这就要求教师在教学中对待问题不但要知

其然,还要知其所以然,分析原因解决疑难.只有深刻

地掌握物理模型,才能在今后的教学中收放自如.
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