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摘 要:以两个质点组成的杆连接体绕固定转动轴转动问题为例,定量推证了在质心参考系中一个物体相对于

另一个物体运动的动能等于两个物体相对于系统质心运动的动能之和的结论,并对两道经典试题给出多种解答方法.
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  质点组的重力势能等于全部质量集中于质心

的势能,但质点组的动能不一定等于全部质量集中

于质心的动能.在各质点相对静止的条件下,若质点

组只发生平动,则质点组的动能等于全部质量集中

于质心的动能;如果质点组发生转动,那么质点组的

动能与全部质量集中于质心的动能有何关系呢? 柯

尼希定理反映了二者的关系,即质点组的动能等于

全部质量集中于系统质心的动能与各质点相对于质

心的动能之和.

对于杆(指质量忽略的刚性杆)连接体,在绕垂

直于杆的固定轴转动的过程中,二者相对于系统质

心转动的角速度相同,则相对于质心运动的线速度

大小跟质点到系统质心的距离成正比,即v′1
v′2=

r1
r2
,而

质点到系统质心的距离与质量成反比,即m1

m2
=r2
r1
,

将两个等式相乘可得两个质点相对质心的动量大小

之比为P′1
P′2=1,即动量大小相等.
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由于二者相对于系

可以得到运动学方程为

x=v0tcosα+ωv0t2sinαsinλ (17)

y=v0tsinα-ωv0t2cosαsinλ+13ωgt
3cosλ (18)

z=h-12gt
2+ωv0t2sinαcosλ (19)

3 地球自转对平抛物体落地时间的影响

由式(19)知,当z=0时可以求出物体的下落时

间为

  t= 2h
g-2ωv0sinαcosλ

(20)

由式(20)可知考虑地球自转后,受科里奥利力

影响,平抛物体落地时间变长了.

4 地球自转对平抛体落地偏移量的影响

由式(17)和式(18)可知,考虑了地球自转后,

由于科里奥利力的影响,平抛体落地时产生的偏移

量为

  Δx=ωv0t2sinαsinλ (21)

Δy=-ωv0t2cosαsinλ+13ωgt
3cosλ (22)

从式(21)和式(22)可知,落地位置的实际偏离

是x,y两个方向偏离分量的合成.
对于x 方向的偏离分量Δx,由式(21)知,在初

速度v0 相同情况下,两极处 λ=±( )90° 偏移量最

大,赤道处 λ=( )0 偏移量为零;在同纬度下,沿南北

方向抛出时 α=0或( )180° ,Δx 偏移分量为零,即不

发生南北方向的偏移.
对于y方向的偏移分量Δy,由式(22)可知:若

Δy>0,t>3v0cosαtanλg
,利用h=12gt

2粗略估计

出物体在高度

h= 3v0cosαtan( )λ 2

2g
以上抛出时,落地点有东偏分量,否则落地点有西偏

分量.
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统质心运动的速度方向相反,则两个质点相对于质

心的动量的方向相反,因此在质心参考系中,质点系

的总动量为零,或者说系统的总动量保持不变.只要

满足该条件,就可认为其中一个物体固定不动,另一

个物体的折合质量为

m′= m1m2

m1+m2

若求出一个物体相对于另一个物体的相对速度

v′,则相对运动的动能为

E′k=12m′v′2

利用质心坐标系的性质∑
n

i=1
miv′i=0和在质心坐

标系中两物体的相对速度v′=v′1-v′2可知

m1v′1=m2v′2  v′=v′1+v′2
因此,两个物体相对于系统质心运动的动能之和为

E′kC=12m1v′21 +12m2v′22 =12m′v′2

由此可见,一个物体相对于另一个物体运动的

动能等于两个物体相对于系统质心运动的动能之

和,即一个物体相对于另一个物体的动能等于两个

物体相对于系统质心的动能之和.
对于两个质点构成的杆连接体,在对系统应用

机械能守恒定律列方程时,关键是计算动能,可有4
种方法,下面进行举例分析.

【例1】如图1所示,质量均为m 的两个小球A
和B,分别固定在一长为l的轻杆中点和一端.整个

装置从水平位置开始绕固定轴O 自由转动,求杆运

动到竖直位置时两球的速度各为多大?

图1 例1题图

错解:质心C到转轴的距离为h=34l
,设想全部

质量集中于质心,由动能定理有

2mg·34l=12×2mv2
C

可得系统的质心速度为vC = 3
2gl.由于A,

B,C这3点具有相同的瞬时角速度,则vC

vB
=h
l

所以

vA =23vC = 2
3gl  vB = 8

3gl

辨析:对于质点组的转动过程,全部质量集中于

系统质心的动能不等于各质点的动能之和.
解法1:利用质点运动的动能公式

系统势能减少量等于系统动能增加量,即

mAgl
2+mBgl=12mAv2

A +12mBv2
B

由于二者做圆周运动的瞬时角速度相同,则有

vB =2vA,而mA =mB,代入方程可得

vA = 3
5gl  vB = 12

5gl

解法2:利用刚体转动的动能公式

对系统由机械能守恒定律得

2mg·34l=12Iω
2

连接体的转动惯量为

I=mA
l2
4+mBl2=54ml2

联立方程可得瞬时角速度为

ω= 12g
5l

所以线速度大小分别为

vA =l
2ω= 3

5gl  vB =lω= 12
5gl

解法3:利用两个物体相对于系统质心的动能

和柯尼希定理

两球的速度分别为v1=23vC,v2=43vC,则相对

于质心的速度大小都为v′1=v′2=13vC,因此两球相对

于质心做圆周运动的动能之和为

E′kC=12m1v′21+12m2v′22=2×12m vCæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

对系统由机械能守恒定律可知系统转到竖直位

置时对地面的动能Ek 等于它在水平位置时的重力

势能EpC,又据柯尼西定理得

Ek=EpC =EkC +E′kC

即 2mg·34l=12
(2m)v2C +m vCæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

化简得

3
2gl=v2C +19v

2
C
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由此得 vC = 27gl
20

所以

v1= 3
5gl  v2=

12
5gl

解法4:利用一个物体相对于另一个物体的动

能和柯尼希定理

由于在质心参考系中质点系的总动量为零,即
系统的总动量保持不变,因此可认为其中一个小球

固定不动,则另一个小球的折合质量为

m′= m1m2

m1+m2

由于两球的质量相等,可得折合质量为m′=12m.

系统的质心C到转轴的距离为h=34l
,设质心

速度为vC,则两球的速度分别为v1 =23vC,v2 =

4
3vC,那么二者的相对速度为v′=23vC.二者相对运

动的动能为EkC =12m′v′2,等于两个物体相对于系

统质心运动的动能之和,对系统由柯尼希定理和机

械能守恒定律有

2mg·34l=12
(2m)v2C +12m′v′2

联立各式得

3
2gl=v2C +19v

2
C

由此得 vC = 27gl
20

所以 v1= 3
5gl  v2=

12
5gl

【例2】质量不计的直角形支架两端分别连接质

量为2m和3m的小球A 和B,不考虑小球的形状,支
架的两直角边长度分别为2l和l,支架可绕固定轴O
在竖直平面内无摩擦转动,如图2所示,开始时 OA
边处于水平位置,由静止释放,求小球A在下落过程

中的最大速度.

图2 例2题图

解法1:利用质点运动的动能公式

设支架转过的角度为θ,根据系统势能减少量

等于系统动能增加量有

2mg·2lsinθ-3mgl(1-cosθ)=
1
2
·2mv2

A +12
·3mv2

B

由于二者做圆周运动的瞬时角速度相同,则有

vB =vA

2
,代入方程可得

gl(4sinθ+3cosθ-3)=v2A +38v
2
A

即 11
8v

2
A =gl(4sinθ+3cosθ-3)

令y=4sinθ+3cosθ-3,取导数得

y′=4cosθ-3sinθ,令y′=0得tanθ=43
,此

时小球A 的速度vA 取最大值,可得

vAmax=4 gl
11

解法2:利用刚体转动的动能公式

对于球杆转动系统,当各质点对转动轴的力矩

为零时,各质点的动能分别同时达到最大.设支架转

过的角度为θ,根据杠杆平衡条件有

2mg·2lcosθ=3mglsinθ

可得tanθ=43
,则

sinθ=45  cosθ=35
对系统由机械能守恒定律有

2mg·2lsinθ-3mgl(1-cosθ)=12Iω
2

连接体的转动惯量为

I=2m·4l2+3ml2=11ml2

联立方程可得瞬时角速度为ω= 4g
11l
,所以小

球A 的线速度最大值为

vAmax=2lω=4 gl
11

解法3:利用两个质点相对于质心运动的动能

公式和柯尼希定理

如图3所示,以O点为坐标原点,沿两杆方向建

立直角坐标系,且y轴正方向向下,则两球的位置坐

标为A(2l,0),B(0,l),根据质心公式可知系统开始

时的质心位置坐标为

—06—

2020年第4期               物理通报            竞赛与物理专题研修



xC =m1x1+m2x2

m1+m2
=4l5

yC =m1y1+m2y2
m1+m2

=3l5

可知质心C到O点的距离为rC= x2C +y2C =l.在运

动过程中,3个点的速度大小关系为vA=2vC,vB=vC.

图3 小球和系统质心在直角坐标系中的位置

由图3可知,线段OB与OC的夹角θ满足tanθ=
x
y =43

,则θ=53°.速度vA 与vC 的夹角等于线段OA

与OC的夹角为α=37°,则cosα=45
,速度矢量三角

形如图4所示,由余弦定理可知相对速度的大小满

足

v′2A =v2C +v2A -2vCvAcos37°=95v
2
C

图4 速度矢量三角形

速度vB 与vC 的夹角等于线段OB与OC的夹角

为θ=53°,则cosθ=35
,由余弦定理可知相对速度的

大小满足

v′2B=v2C +v2B -2vCvBcos53°=45v
2
C

因此两球相对于质心运动的动能为

E′kC=12m1v′2A+12m2v′2B=3mv2
C

将两球视为一个质量为5m的球放在C点,当杆

转过θ=53°时系统的质心下降到O点正下方,系统

的势能最小,则两球运动的速度最大.由机械能守恒

定律有

5mgl(1-cosθ)=12
·5mv2

C +E′kC

可得vC = 4gl
11
,所以vAmax=4 gl

11.

解法4:利用两个质点相对运动的动能公式和

柯尼希定理

如图3所示,质心C的位置满足2AC=3BC,则由

三角形相似可知x
2l= 2

5
,y
l = 3

5
,得x=4l5

,y=3l5.

质心C到O点的距离为rC= x2+y2=l.在运

动过程中,速度大小关系为vA =2vB =2vC,设vA =
v,由于两球的速度互相垂直,则相对速度大小为

v′= v2+ væ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

= 5
2v

在质心参考系中,折合质量为

m′= m1m2

m1+m2
=65m

可知二者相对运动的动能为

E′k=12m′v′2=34mv2

即为两个物体相对于系统质心运动的动能之和.

当系统的质心下降高度为Δh=rC -y=2l5
时,

小球运动的速度最大,对系统由柯尼希定理和机械

能守恒定律有

5mg·2l5=12
·5mv2

C +E′k

所以小球A 的最大速度为

vAmax=4 gl
11

总之,对于杆连接体绕轴转动问题,在应用系统

机械能守恒定律求速度时,关键是求质点组的动能,

可有4种方法.在解题时应用的物理规律主要有系

统机械能守恒定律、柯尼希定理、相对动能的两种等

价形式以及转动惯量、折合质量、杠杆平衡条件、质
心的性质和相关的数学知识.多种方法所得结果相

同,殊途同归,从而验证了有关规律的正确性.
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