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摘 要:将牛顿摆简化为球链并看作弹簧 质量系统,基于无量纲动力学方程组对球链上小球的运动特征进行

数值分析.结果表明,入射球速度、球材料特性以及球半径等因素均影响球链上的动量和能量传递效率.
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1 引言

中学和大学物理教学中通常应用牛顿摆装

置[1](图1)来演示并验证碰撞过程中动量和能量守

恒,在生活中也常有类似的桌球游戏、玩具等[1,2],

它们的共同特征是有多个彼此独立且彼此接触的m
个同质等大的球构成的球链,在此球链上,可实现有

效的能量和动量传递并表现出许多有趣的现象,比
如,移动球链上n(n<m)个小球,让其以同样速度

沿着连心线撞击静止球链的一端,球链另一端n个

小球会被弹出.在图1所示的牛顿摆装置中,左右两

侧小球交替运动,在阻尼很小的情形下,这个过程可

持续很长时间.这个现象从被发现以来,就引起了人

们极大的研究兴趣,人们利用不同的材料构造牛顿

摆装置,发展不同的理论研究模型,从实验、理论以

及数值模拟等角度研究摆球运动过程中运动状态变

化规律[3~8].

图1 牛顿摆装置

多球链牛顿摆并不符合直观的碰撞规律,即不

能把“不活跃”小球[1]看作整体应用动量守恒定律,

为更好地解释物理现象,许多学者提出连续碰撞模

型解释牛顿摆球链上的动量传递规律[1,4],他们认

为各小球之间有很小的缝隙,因此,球链上的动量和

能量传递过程中符合两两之间的系列碰撞规律.连
续碰撞模型预测球链上“不活跃”小球将处于静止

状态,但是牛顿摆运动的高速摄影实验结果表明,球
链上的“不活跃”小球在碰撞结束后也获得了很小

的运动速度,因此,连续碰撞模型并不能完美地解释

实验观察到的物理现象.更完善的模型是将球链上

的小球抽象为质点和弹簧系统[5~9],如图2所示,从
而摆球碰撞球链在球链上引起的动量和能量传输可

通过质量和弹簧之间的能量转换和转移实现.本文

将基于牛顿摆球链质量 弹簧模型分析研究牛顿摆

系统的动量和能量传递的影响因素.

图2 质量 弹簧模型

2 理论模型

2.1 牛顿摆模型方程

将牛顿摆简化为多个半径同为R的匀质球构成

的球链,置于光滑水平面上,球心在同一直线上;初
始时刻除碰撞小球具有初速度v0 外,其他小球均处

于静止状态且彼此间距为2R;若忽略摆球与其他静

止球碰撞过程中的能量损失,则可将每个小球看做

是理想质点与劲度系数κ组成的系统.为简化分析,

本文将对由3个小球构成的牛顿摆进行动力学分

析.若以小球1恰好接触小球2的时刻为计时起点,
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此时小球1的中心位置为坐标原点,各小球连心线

为坐标轴的坐标系中,系统动力学方程可表示

为[5~8]
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3
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式中x1,x2 和x3 为碰撞小球的位置坐标,m 为小球

质量,劲度系数κ是与物质材料特性相关的物理量,

其表达式为[5]

     κ= E 2R
3(1-σ2)

(4)

其中E是杨氏模量,σ是材料泊松比.设τ=ωt,其中

ω= 2ER
3m(1-σ2)

无量纲动力学方程为

    d
2x-1
dτ2 +(x

-
1-x-2+1)

3
2 =0 (5)

d2x-2
dτ2 -(x

-
1-x-2+1)

3
2 +

     (x-2-x-3+1)
3
2 =0 (6)

   d
2x-3
dτ2 -(x

-
2-x-3+1)

3
2 =0 (7)

式中x-i=xi

2R
,(i=1,2,3).

给定初始条件,可对式(5)~ 式(7)进行数值分

析,得到各小球在相互作用过程中的位置变化、速度

变化以及加速度变化特征.根据模型假设,当分析小

球1撞击相邻小球2和小球3时,各小球的初始无量

纲位置坐标分别为x-1=0,x
-
2=1,x

-
3=2,小球2和3

的初始无量纲速度为零,小球1的初始无量纲速度

v-10 可调节.对给定的v-10,基于式(5)~ (7)以及初

始条件可进行数值分析,研究不同v-10作用下牛顿摆

系统的能量传输以及动量传输特征.
2.2 牛顿摆摆球碰撞引起的能量和动量传递特征

设一次撞击结束后各小球的无量纲速度分别为

v-1,v
-
2 和v-3,则各球的动量变化分别为

    

Δp1=2mωR v-1-v-( )10

  Δp2=2mωRv-2

  Δp3=2mωRv-3

(8)

能量变化分别为

  

ΔEk1=m
2 2ω( )R 2v-210-v-( )21

  ΔEk2=m
2 2ω( )R 2v-22

  ΔEk3=m
2 2ω( )R 2v-23

(9)

能量和动量传输的效率与小球之间的相互作用时间

有关,通常情况下,对刚度较大的球链而言,入射小

球1的速度越大,小球之间的相互作用越强,能量和

动量在球链上传递的效率越高.

3 牛顿摆运动影响因素

3.1 碰撞过程特征

为更好地了解碰撞过程中球链上小球的作用特

征,基于无量纲动力学方程组式(5)~(7)进行数值

分析.图3给出了选取v-10=1时球链上各球心位移

随时间变化关系,结果表明,对小球1以较高速度撞

击球2和球3构成的球链,彼此间将发生很强的相

互作用,在τ=1.3附近小球1和2之间无量纲距离

接近0.2,在τ=2.6附近小球2和3之间无量纲距离

接近0.3,此种情形下球链上各球将发生较大的形

变,以实现彼此间动量和能量的传递.

图3 小球位置变化和间距变化特征

在实际的牛顿摆实验中,通常采用刚度很大的

小球形成演示实验系统,球很难发生如此大的形变

以完成动量和能量在球链上的理想传递,但是,取单
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位1无量纲速度分析的结果同样具有典型意义.为
比较不同初始无量纲速度对牛顿摆型球链上能量和

动量传递的影响,我们还分析了v-10=0.1,0.01和

0.001时各球的速度变化以及完成一次单向能量和

动量传递所需的相互作用时间,如图4所示.

图4 速度变化特征

通过对比发现,随着撞击小球1速度的减小,彼
此间相互作用时间延长,可近似将整个作用时间等

分为3个阶段:第一阶段主要表现为小球1和小球2
碰撞,二者之间发生动量和能量交换;第二阶段为混

合作用区,球链上3小球之间均表现为较强相互作

用,动量和能量实现从小球1到小球3的传递,第二

阶段末,小球1与小球2之间的相互作用结束;第三

阶段仅表现为小球2与小球3之间的相互作用,在
此阶段末,小球3几乎获得了初始时刻小球1的速

度.在此过程中,能量和动量始终守恒.通过比较图

4(a)~ 图4(d)的速度变化特征发现,无论初始时

刻小球1的速度如何,在理想情形下,小球3的末速

度约为0.993v10,小球1与小球2作用结束时小球1
末速度约为-0.071v10,而小球2与小球3作用结束

时小球3末速度约为0.076v10.
3.2 碰撞过程中能量和动量传递

在球链模型中,动量和能量的时间变化率分别

为

   dpdt= 4R2E
3(1-σ2)

dv-

dτ
(10)

 dEk

dt = 8R2E
3
2

3(1-σ2)
3
2 2πρ

v-dv
-

dτ
(11)

式中ρ为小球密度.由无量纲动力学分析结果知,小

球1的初速度影响dv
-

dτ
以及完成能量和动量传递所需

时间.式(10)和式(11)表明,动量和能量传递的效

率均受到小球1的初速度、球半径大小以及球材料

物理特性的影响.在同样的无量纲初速度传输球链

上,杨氏模量以及球半径越大,动量和能量传输效率

越高,而密度越大,能量的传输效率越低.因此,古时

用于牛顿摆碰撞演示实验的小球材料通常选用象牙

或钢等[2].

3.3 阻尼影响

通过数值分析发现,忽略阻尼对牛顿摆各小球

相互作用影响的情形下小球1和2末速度均不为

零,且相对于其t=0时刻的初始位置发生了小幅偏

移,这势必增加牛顿摆工作过程的不稳定性,正如我

们在演示实验中观察到的那样,摆球的幅度越来越

低,其他各小球的运动也越来越明显.各小球相互作

用的动力学系统是非线性的,不仅如此,碰撞结束后

的摆球运动也是非线性的,非线性运动过程对初值

非常敏感,初值极小的变化就可能引起较大系统非

线性响应,因此,要想观察到稳定的牛顿摆现象,需
充分考虑各种影响因素的作用,以实现更好地控制.
文献[7]等引入恢复系数分析碰撞过程中的能量耗

散,文献[5]根据非弹性碰撞特征在动力学方程中
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引入粘弹性力因子,其形式为

 Fdiss=-γddt 2R-xi+1+x( )i
β (12)

式中β=
3
2
(Hertz kuwabara Kono模型),γ为阻

尼系数.

4 结论

作为物理演示实验,牛顿摆装置的研究具有重

要的科学意义,准确而通俗易懂的解释有助于提升

学生学习兴趣,培养学生的科学素养.不仅如此,牛
顿摆模型的经典理论研究方法及其研究结论还拓展

到了现代科学领域[10,11],为分析链式结构的粒子之

间的相互作用提供了理论基础.本文基于三体链式

球作用系统分析牛顿摆模型中动量和能量传递特

征,通过无量纲动力学方程的数值分析发现,对链式

球系统,无论入射摆球的初速度如何,整个单向碰撞

过程结束后各球末速度和入射摆球的初速度比值趋

于定值;但是入射摆球的初速度大小影响链式球系

统的相互作用时间,入射速度越大,作用时间越短,

动量和能量传递的效率越高.链式球系统的能量和

能量传递快慢受到球的大小和材料等因素的影响,

通常情况下,阻尼的影响因素也不能忽略.
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TransmissionofMomentumandEnergy
intheSystemofNewton′sCradle

WangChenghui MoRunyang HeXiping BianXiaobing ChenShi
(SchoolofPhysics&InformationTechnology,ShaanxiNormalUniversity,Xi′an,Shaanxi 710062)

Abstract:SimplifiedtheNewton′sCradletoball chainandconsideredtheballsasamodelofmass and

spring,themotionsoftheballsareanalyzednumericallybyuseofthenon dimensionalequations.Theresults

showthatmanyfactorsaffecttheefficiencyofthetransmissionofthemomentumandenergyintheballchainof

Newton′scradle,suchasinclinedvelocity,thepropertyofthematerialandthesizeoftheballs.

Keywords:Newton′scradle;mass andspringmodel;transmissionofmomentumandenergy
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