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摘 要:对圆柱形玻璃杯模式数为2的低阶振动进行了模型建构及定量分析,给出了共振频率的定量表达式,

并得到了未盛水的圆柱形玻璃杯的共振频率正比于圆柱的壁厚度、反比于圆柱的横截面积;当加入少量水时候,杯

子的发声频率与空杯大体一致;水较满时,发声频率随着空腔体积的增大而线性增大等结论.最后通过定量实验对

该理论进行了验证.
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  酒杯一部分盛满液体,暴露于扬声器的声音下

会产生共振.这个问题来源于2017年IYPT(国际青

年物理学家锦标赛)的赛题,也是中学物理中用来

演示共振的经典现象.而对于其共振频率的定量求

解与实验验证却寥寥无几,因此,本文针对圆柱形玻

璃杯容器及其盛水时的共振情况进行了模型建构,

得到了空杯共振频率的定量表达式并用实验验证了

理论的正确性.
对于A.P.French在文献[1]中给出的半满玻璃

杯的公式,本文进行了空杯极限和满杯极限的解析

分析,发现在盛水量较少时其频率与空杯频率接近,

盛水量较多时其频率随着加水体积的增大而线性减

小;对于同一玻璃杯,内盛液体密度越大,其共振频

率越小.这些结论在本文的实验中也得到了验证.

1 模型建立

1.1 圆柱形玻璃杯振动模型

为简化问题,考虑一个密度为ρ 圆柱形玻璃杯

在平衡位置模式数为n=2的低阶振动.取半径为

R,厚度为τ,高度为w 的一段柱元,则圆柱上一段

微元dm=ρ2πRτw 的振动方程为

     dmr
··
=-κr (1)

κ为微元的劲度系数,而根据文献[1~3],我们知

道如图1所示的环形圈在形变时的劲度系数为

     κ=αYwτ3

R3 (2)

图1 环形圈示意图

其中,α≈0.56,Y 是圆柱的杨氏模量.则振动

方程可化为

     r
··
=- αYτ2

2πρR
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 r (3)

则r=r0cosωt+( )φ ,即圆柱横截面做简谐振

动.易得

ω=2π κ
dm =2π

αYwτ3

R3

ρ2πRτw
=2π αY

ρ2π
τ
R2

(4)

于是有f0=ω
2π= αY

ρ2π
τ
R2.这说明,圆柱体共
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振频率正比于圆柱的壁厚度,反比于圆柱的横截面

积,实验上可以验证这一点.

1.2 圆柱形盛水玻璃杯振动模型

根据A.P.French在文献[1]中给出的半满玻璃

杯的公式

  fh ≈ f0

1+βρ0R
5ρτ

1-hæ

è
ç

ö

ø
÷

H
4

(5)

其中,f0 为空杯频率,β=32
为一常数,ρ0 为液

体密度,H 为玻璃杯高度 ,h为杯中液面至杯口距

离.在本研究中,玻璃杯能近似看作圆柱体时,应有

  1-h
H =1-Ve

V0
=Vl

V0
(6)

其中Vl 为液体体积,同时令μ=βρ0R
5ρτ

,因此,式

(5)可化为

 fh ≈ f0

1+μ 1-Ve

V
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

4
= f0

1+μ
Vl

V
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

4
(7)

1.2.1 特殊情形讨论

当液体体积较少时,Vl

V0
≪1,因此有fh≈f0,这

说明当加入少量水时候,杯子的发声频率与空杯大

体一致;而当空腔体积较少时,Vl

V0
≤1,即酒杯接近

满时有

   1-Ve

V
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è
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÷

0

4

≈1-4Ve
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(8)

因此式(5)可化为

  fh ≈ f0

1+μ1-4Ve

V
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è
ç

ö

ø
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0

≈

  f0
1+μ

+ 2μf0

1+( )μ
3
2V0

Ve (10)

上式表明,当空腔体积较小,即水较满时,发声

频率是随着空腔体积的增大而线性增大的,或者随

着水的增加而线性减小的.

2 实验验证

为了验证上述理论的正确性,本研究利用柱形

玻璃杯和高脚杯等玻璃杯进行了盛水时和未盛水时

两种情形下的共振实验.实验中采用的6个玻璃杯

的参数如表1所示.
表1 玻璃杯相关参数

玻璃杯编号 1 2 3 4 5 6

杯口壁厚/mm 3.3802.7271.5781.8592.0281.249

杯口外直径/cm 5.87 5.51 4.85 5.80 5.85 4.87

容积/mL 270 190 150 170 170 230

  其中1,2,6号杯形状可以近似为一圆柱,3号

杯为一香槟杯底端拐角部分较短上部可视为一圆柱

面,4,5号杯为高脚红酒包络面类似一抛物面.
实验中我们通过敲击玻璃杯壁让其自由振动并

用拾音器收集音频数据,接着用FFT(傅立叶变换)

声音数据变换到频域空间找到主频,最终在 Matlab
中绘图对比理论和实验结果,例如经过FFT变换得

到的其中一个频谱如图2所示.

图2 4号杯空杯发声频谱图

由图2可以看出,玻璃杯的频谱具有明显的共

振频谱特征,在4号杯不加水时可以得到其共振频

率为1758Hz.对于其他实验用玻璃杯在加水不同

情况下得到的数据均按照该方法分析,故不在此一

一列出.

2.1 空杯共振实验

实验采用了6种不同型号的玻璃杯,当玻璃杯

内未盛水时,敲击玻璃杯壁,收集音频,通过数据处

理找到共振频率,并绘制空杯共振频率实验与理论

符合结果,如图3所示.
从图3中可以看出,实验与理论基本吻合,其

中,编号为1,2,6的玻璃杯为圆柱形玻璃杯或接近

圆柱形玻璃杯,编号为3,4,5的玻璃杯为高脚杯,可

以看到,1,2,6号空杯共振频率的理论预测值与实

验测定值符合很好,3,4,5号空杯共振频率的理论
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预测值与实验测定值之间有一定偏差,但误差较小,

说明该理论可以很好地解释圆柱形玻璃杯的共振现

象,对于非圆柱形玻璃杯,如高脚杯状的玻璃杯的共

振现象,也可从半定量角度予以解释,定量结果误差

较小,验证了理论的可行性.

图3 6种玻璃杯未盛水时共振频率理论与实验符合结果

2.2 盛水玻璃杯的共振实验

接着利用这6种玻璃杯继续探究了共振频率与

水位高低之间的关系,特别地,对于圆柱形玻璃杯,

液体高度与玻璃杯高度之比和液体体积与玻璃杯体

积之比相等.实验中水位高低是通过量筒控制加入

水体积来实现的,6只玻璃杯的实验结果如图4所

示.

图4 不同玻璃杯共振频率与水位高低的关系

由图4可以看出,在加水体积达到一定值后,其

发声频率与空腔体积近似成一线性关系;在加水体

积达到一定值前,其发声频率趋于一定值;同时,图

像的斜率符合上述理论分析,即当加入少量水的时

候,杯子的发声频率与空杯大体一致;当水较满时,

发声频率是随着水的增加而线性减小的.
其中4号杯、5号杯为同一批次同款玻璃杯,从

图中可以看出频率随着加水量变化的曲线几乎重

合,除了4号杯有3个点的频率在加水体积150ml
附近处突然增高,可以认为这是由于该玻璃杯在那

一水位附近的厚度出现了较大变化所致,故在后文

中的理论实验对比部分,我们采用5号杯的数据.
各玻璃杯加水频率的实验结果与理论模拟结果

相匹配的结果如图5所示.
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图5 不同玻璃杯共振频率与水位高低关系的理论与实验比对图

由图5可以看出,对于1,2,6号杯而言,由于其

外形可视为圆柱,故盛不同水量时的共振频率的实

验测定值与理论值符合很好,而5号高脚杯的相应

实验结果在水量多时与理论有一定偏差,在水量较

少时与理论符合较好,几乎等于空杯频率.而3号香

槟杯的曲线虽然底部有一定拐角,但是拐角范围很

小,而这一范围内加水频率几乎为空杯频率,随着水

量的增加,其形状可以视为圆柱,故实验结果与理论

也符合很好.

2.3 盛不同密度溶液的玻璃杯的共振实验

利用3号杯盛不同密度液体进行玻璃杯的共振

实验,其中不同密度的溶液是利用氯化钠配置的密

度分别为1.1g/cm3,1.2g/cm3,1.3g/cm3 的溶

液.实验结果如图6所示.盛有不同密度溶液的玻璃

杯的共振频率随空腔体积变化的规律与理论预测曲

线相符,对于同一玻璃杯,内盛溶液密度越大,其共

振频率越小,与式(5)预测的趋势相符.

图6 盛有不同密度的氯化钠溶液的玻璃杯的

    共振频率随空腔体积的变化曲线

  通过上述实验我们发现,本研究的理论可以较

好地计算空玻璃杯的固有频率.对于盛水的圆柱形

玻璃杯的频率,A.P.French在文献[1] 中给出的公

式可以较好地描述;对于非圆柱形玻璃杯,这一公式

在水量较多时误差较大.
除此之外,由于不同的玻璃杯的自身参数不同,

即会影响其固有频率,进而导致共振频率不同,会造

成一定的实验误差.

3 结论

本文分别从理论和实验两个角度对玻璃杯共振

现象进行了问题求解,给出了圆柱形玻璃杯未盛水

时及盛水时模式数为2的振动情形下的共振频率的

定量表达式,并得到如下结论:
(1)未盛水的圆柱形玻璃杯的共振频率正比于

圆柱的壁厚度;
(2)未盛水的圆柱形玻璃杯的共振频率反比于

圆柱的横截面积;
(3)当加入少量水的时候,杯子的发声频率与

空杯大体一致;
(4)当空腔体积较小,即水较满时,发声频率随

着空腔体积的增大而线性增大的,或者随着水的增

加而线性减小.
最后对6种不同型号的玻璃杯在不同情形下

(如注水体积等)进行了共振频率的测定,然后利用

同一玻璃杯盛不同密度的氯化钠溶液进行了玻璃杯

的共振实验.其中玻璃杯的共振频率随空腔体积变

化的规律与理论预测曲线相符,对于同一玻璃杯,内
盛溶液密度越大,其共振频率越小,与理论预测趋势

相符,即通过定量实验验证了理论的正确性.
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演示:开关打到1的瞬间,灯泡亮一下;开关打

到2的瞬间,灯泡又亮一下,快速地反复地将开关在

1,2间切换,可看到灯泡持续闪亮.
结论:电容器“通电”的实质就是电容器不断地

充、放电.

2 实验分析

“实验一”中教师可以向学生说明,此处的电容

起了滤除杂音的作用.教师还可以向学生演示,若换

接一只大电容,就会发现滤除杂音的效果不佳.不需

教师发问,此时学生的脑海中就必然存在若干个为

什么.此实验操作简单,效果明显,极大地刺激了学

生的感官,调动了学生的积极性,激发了他们学习的

兴趣和求知欲.兴趣是学生学习自觉性和积极性的

核心因素,是学习的强化剂.只有当一名学生对所学

的课程发生了兴趣时,才会积极主动地进行学习,才
会愿意更深层次地思考,从浅层的学习进入更深层

次的学习.
“实验二”和“实验三”既可以作为演示实验,也

可以作为学生的探究实验,以学生为主体,让学生通

过体验、观察、讨论、猜想、探究等方式理解决定感抗

和容抗大小的因素,使学生经历一个完整的知识构

建的过程.整个过程中,物理概念和规律在学生的头

脑中会很自然地建立,教师无需用更多的语言来解

释.这样的实验不仅能激发学生学习物理的主观能

动性,拓宽他们的视野,丰富他们的想象,让他们真

切地感受到物理的神秘,而且能有效地提高学生的

观察能力、分析问题和解决问题的能力.
“实验四”电路设计很简单,却将电容器充、放

电这一抽象内容可视化地展现出来,使学生通过直

观形象获得感知,推进了探究活动,帮助学生顺利完

成知识的自主建构.有条件的学校也可以用电流传

感器记录这一过程,通过i t图像直观地观察到电

容器充放电时电流随时间的变化情况.
物理学是一门实验科学,实验教学应摈弃功利

化,切忌纸上谈兵,教师要意识到实验在培养学生兴

趣和可持续发展能力等方面的重大作用.本节课所

设计的实验简明、直观、效果明显,且易于取材制作.
上课的过程中学生主动参与、思考积极、气氛活跃,

在教师的引导下,通过对实验现象的对比、分析、归
纳和总结,让学生深切地感受到了学习的乐趣,收获

的快乐和成功的愉悦.
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StudyonResonantFrequencyofaGlassFilledwithWater

DaiShiqi LinMeiyu DengXin HuangMin
(MingzhangInstitutionofXinduNo.1HighSchool,Chengdu,Sichuan 610500)

ZhaoYunhe
(DepartmentofPhysics,BeijingNormalUniversity,Beijing 100875)

Abstract:Inthispaper,thelow ordervibrationofacylindricalglassinitsmodenumber2ismodeledand

quantitativelyanalyzed.Thequantitativeexpressionofresonantfrequencyisgiven,andtheresonantfrequencyof

thecylindricalglassisproportionaltothethicknessofthecylinderandinverselyproportionaltothecrosssectional

areaofthecylinder.Whenaddingasmallamountofwater,thesoundfrequencyofthecupisroughlythesameas

thatoftheemptycup.Whenthewaterisfull,thesoundfrequencyincreaseslinearlywiththeincreaseofthecavity

volume.Finally,thetheoryisvalidatedbyquantitativeexperiments.

Keywords:glass;resonantfrequency;FFTtransform
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