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摘 要:等距圆锥螺旋线是一种重要的空间曲线,从数学和物理两个角度研究其性质,并进行了数值模拟.
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  如果质点沿阿基米德螺线(等速螺线)运动的

同时沿垂直于该平面的方向匀速运动,于是质点的

合运动所形成的轨迹就是等距圆锥螺旋线(以下简

称螺旋线).下面首先用物理方法研究螺旋线的曲率

半径,接着研究质点在重力的作用下沿光滑螺旋线

运动时受到的作用力,并在直角坐标系和自然坐标

系中求解,得到了相同的结果.

1 螺旋线的曲率半径

1.1 建立螺旋线的参数方程

如图1所示,建立直角坐标系O-xyz,圆锥的

半顶角为α,螺距为2πl,一个质量为m的小球从坐

标原点由静止开始沿光滑的螺旋线运动.重力加速

度为g.

图1 直角坐标系下的圆锥螺旋线

以极角φ为参数可以建立螺旋线的参数方程

x=kφcosφ  y=kφsinφ  z=kφcotα
考虑到一个螺距为2πl,于是

2πlsinα=k2π
可得

k=lsinα

则

x=lsinα·φcosφ
y=lsinα·φsinφ

z=lcosα·φ
1.2 物理方法求曲率半径

曲率半径仅与空间曲线本身有关[1],构造动点

沿曲线不同的运动形式,曲率半径不变,这里构造

动点沿螺旋线运动的φ
·

为常数,于是有

x
·
=lsinα(cosφ-φsinφ)φ

·

y
·
=lsinα(sinφ+φcosφ)φ

·

z
·
=lcosα·φ

·

x
··
=lsinα(-2sinφ-φcosφ)φ

·2

y
··
=lsinα(2cosφ-φsinφ)φ

·2 

z
··
=0

可以求得

v2=x
·2+y

·2+z
·2=(1+sin2α·φ2)l2φ

·2

a2=x
··2+y

··2+z
··2=(4+φ2)l2sin2α·φ

·4

曲率半径ρ与向心加速度an 间存在关系

      ρ=v2
an

(1)

分析有

an = a2-a2τ
其中

aτ =dvdt= lsin2α·φφ
·2

1+sin2α·φ2

可以求得
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an =lsinα·φ
·2 4+φ2+3sin2α·φ2+sin2α·φ4

1+sin2α·φ2

将相关参量代入式(1)可得

ρ= l(1+sin2α·φ2)1.5

sinα 4+φ2+3sin2α·φ2+sin2α·φ4

1.3 数值模拟(l=10,α=π6
)

数值模拟如图2、图3所示.

图2 小球三维空间中的运动轨迹

图3 曲率半径与极角关系

2 小球受到螺旋线的作用力

2.1 直角坐标系中求解

小球沿光滑的轨道运动,其机械能守恒

mgz=12mv2

即 mglcosφ=12m(1+sin2α·φ2)l2φ
·2

可以求得

   φ
·2= 2gcosα·φ

l(1+sin2α·φ2)
(2)

再求二阶导数可得

   φ
··
=gcosα(1-sin2α·φ2)

l(1+sin2α·φ2)2
(3)

在这种情况下

x
··
=lsinα[(-2sinφ-φcosφ)φ

·2+

(cosφ-φsinφ)φ
··]

y
··
=lsinα[(2cosφ-φsinφ)φ

·2+
(sinφ+φcosφ)φ

··]

z
··
=lcosα·φ

··

对小球写3个方向的牛顿第二定律

Nx =mx
··

Ny =my
··

mg+Nz=mz
··

小球受到的作用力为

N2
1=N2

x +N2
y +N2

z

代入可得

N2
1=(mlsinα)2[(4+φ2)φ

·4+(1+φ2)φ
··2+

  2φφ
·2φ
··]+(mg-mlcosα·φ

··)2 (4)

将式(2)、式(3)代入式(4)并化简求解得

N1=
(Aφ6+Bφ4+Cφ2+D)0.5
4(1+sin2α·φ2)1.5

mg (5)

其中

A=19sin2α+2sin22α-3sin23α

B=63sin2α+34sin22α-15sin23α

C=48sin2α+72sin22α

D=16sin2α

2.2 自然坐标系中求解

空间曲线上的某点存在3个向量:切向向量﹑

主法向向量和次法向向量.切向向量指向弧坐标的

正向,主法向向量指向曲率中心,切向向量和主法

向向量构成密切平面(曲率平面),次法向向量与这

个平面垂直,切向向量与次法向向量决定的平面为

从切面(直切面).动点的速度和切向加速度均与切

向向量平行,动点的法向加速度沿主法向向量的方

向,这3个向量构成的右手坐标系即自然坐标系.
下面求解螺旋线上某点的切向向量A﹑次法向向量

B和主法向向量C.
以极角φ为参变量,依照前面的分析有

A=r
·
=(cosφ-φsinφ)i+

(sinφ+φcosφ)j+cotα·k

r
··
=(-2sinφ-φcosφ)i+(2cosφ-φsinφ)j

我们知道r
··

位于密切平面内,不一定沿主法向

向量方向[2],但是存在关系
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B=A×r
··
=

i j k

cosφ-φsinφ sinφ+φcosφ cotα

-2sinφ-φcosφ 2cosφ-φsinφ 0
展开得

B=-(2cosφ-φsinφ)cotα·i+
(-2sinφ-φcosφ)cotα·j+(2+φ2)k

C=B×A=

i j k

-(2cosφ-φsinφ)cotα (-2sinφ-φcosφ)cotα 2+φ2

cosφ-φsinφ sinφ+φcosφ cotα
展开得

C=Cxi+Cyj+Czk
其中

Cx =-(2sinφ+φcosφ)cot2α-
(2+φ2)(sinφ+φcosφ)

Cy =(2+φ2)(cosφ-φsinφ)+
(2cosφ-φsinφ)cot2α

Cz=-φcotα
可以对小球写切线方向的牛顿第二定律,从法

线方向的平衡方程和主法线方向的牛顿第二定律

mgk·A0=maA

mgk·B0=NB

mgk·C0+NC =maC

其中A0,B0,C0 分别为切线方向﹑从法线方向

和主法线方向的单位向量.

aC 为法向加速度

aC =v2

ρ
代入可得

aC = 2gsinαcosα·φ
(1+sin2α·φ2)1.5

·

4+φ2+3sin2α·φ2+sin2α·φ4

可以求得

NB =
(2+φ2)mg

(4+φ2)cot2α+(2+φ2)2

以及 NC =NC1+NC2

其中

NC1= mgsin2α·φ
(1+sin2α·φ2)1.5

·

4+φ2+3sin2α·φ2+sin2α·φ4

NC2=mgcotα·φ·[(1+φ2)(2+φ2)2+

(8+9φ2+2φ4)cot2α+(4+φ2)cot4α]-
1
2

小球受到的作用力

N2
2=N2

B +N2
C

代入可以求得N2 的表达式同式(5)一致.

2.3 数值模拟(m=1kg,l=1m,α=π6
,g=10

m/s2)

2.3.1小球受到的作用力与极角的图像

如图4所示,两种坐标系中分析结果的图像完

全重合.可以发现作用力不断增加,存在极限值,

分析式(5)可以求得

N=lim
 

φ→∞
N1= A

4sin3αmg

其中

A=19sin2α+2sin22α-3sin23α

图4 作用力与极角的关系

2.3.2 小球受到的作用力与时间的图像

由式(2)得:φ
·
= 2gcosα·φ

l(1+sin2α·φ2)
可以写成

t=∫
φ

0

l(1+sin2α·φ2)
2gcosα·φ

dφ

这个积分涉及到椭圆积分和复变函数,所以时

间与极角的关系很难写成显性解析式,定积分结果

中含有椭圆积分和复变函数

t(φ)= 4Ι (φ2+4)Ι·EllpitK 22 -Ι(4+2Ι),2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
ê
ê{ +

 
 φ

2.5+4φ0.
ù

û
ú
ú

5 · 1
φ2+4

-

22Ι(1+Ι)·ElliptiK 2æ

è
ç

ö

ø
÷ }2
· l
18gcosα

(下转第80页) 
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长度”和“测量长度”以及“固有时间”和“测量时间”

这两组基本概念的区别,夯实基础.可通过分析讲解

具体的事例,引导学生接受狭义相对论的新时空观,

理解“长度收缩”和“时间延缓”这两个公式成立的条

件,做到具体问题具体分析,而不是机械的套用公式.
3.2 培养学生灵活分析 解决问题的能力

“授之以鱼,不如授之以渔”,在教学过程中教师

不能仅满足于把知识传授给学生,而应把学生当成教

学的主体,引导学生多思考,多参与课堂教学.通过一

些生动的例子使学生处理好狭义相对论与经典理论

的辩证关系,注重培养学生分析解决问题的能力,科
学思维能力,努力实现知识、能力、素质的协调发展.
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  小球运动的时间t与极角φ 的关系数值模拟如

图5所示.

图5 时间与极角的关系图

考虑到时间t﹑极角φ 和作用力N 是一一对应

的,可以数值模拟出作用力与时间的图像如图6所示.

图6 作用力与时间的关系图

3 结语

本文用物理方法求螺旋线的曲率半径,过程简

洁,思路清晰.用两种办法求螺旋线对小球的作用

力,直角坐标系中求解过程简单明了.自然坐标系

中虽然比较复杂,却很有意义:小球沿空间曲线运

动时,其速度和切向加速度均与切向向量平行,法

向加速度沿主法向向量的方向,在从法向向量的方

向是平衡的.并且所有的量均可以表示成极角的函

数,结果发现两种方法的计算结果一致.本文还对曲

率半径和小球受到的作用力进行了数值模拟,这对

我们的教学研究有一定的借鉴.
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