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摘 要:详细推导了双耦合谐振子做受迫振动时位移和相位差的表达式,从而得到了双耦合谐振子模型的幅频

特性和相频特性.当外驱动频率等于振子B的共振频率时,在振子A上产生了反对称的共振线型,并详细研究了阻

尼系数和耦合系数对双耦合谐振子共振特性的影响.最后还提出了一种可用于大学物理实验教学的双耦合谐振子

共振仪.
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  共振现象在声、光、无线电、原子物理、核物理

及工程领域非常普遍[1],是指在某个特殊频率下系

统对外界激发的增强响应,这个特殊的频率通常称

为系统的共振频率.早在1602年伽利略研究琴弦振

动时就发现了共振现象[2].最简单的共振现象可以

用简谐振动模型来描述,其幅频特性曲线是一个对

称的洛伦兹线型[2],外驱动力频率接近共振频率时,

系统振动的振幅达到最大,达到位移共振,这种共振

现象在大学物理理论课上有比较完整的研究[3,4],

在大学物理实验教学中常通过波尔共振实验来研

究[1].UgoFano于1961年在研究原子的自电离态

时发现了一类具有反对称线型的新型共振特性[5],

这打破了大家对共振现象的认识,这种反对称的新

型共振被称为Fano共振.但在大学物理和物理实验

教学中,目前针对这种反对称的共振特性涉及较少,

所以本文详细研究了双耦合谐振子模型的共振原理

及共振特性,并提出了一种可以用于大学物理实验

教学的共振仪,以补充大学物理和物理实验教学对

共振特性的认识和研究.

1 双耦合谐振子共振原理

如图1所示为双耦合谐振子模型,模型中有A

和B两个振子分别连接κ1和κ2两个弹簧,弹簧κ1左

端连接周期性的外驱动力Feiωt.

图1 双耦合谐振子模型

对于振子A来说,其所受的合外力分别来自于

外驱动力Feiωt,弹簧κ1 的弹性回复力 -κ1x1,振子

A所受到的摩擦阻力μ1
dx1

dt
,弹簧κ2 的耦合作用力

γBA κ( )2 x2.所以振子A的动力学方程可表示为

  F=m1a=m1
d2x1

dt2 =

-κ1x1-μ
dx1

dt -γBA κ( )2 x2+Feiωt (1)

其中x1 和x2 分别表示A和B两个振子的位移,将
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式(1)整理之后得到

  d
2x1

dt2 +2β1
dx1

dt +ω2
1x1+

    γBA κ( )2 x2=aeiωt (2)

以2β1=μ1
m1

代表振子A的阻尼,ω2
1=κ1

m1
代表振子A

的固有振动频率,a=F
m1

代表外驱动力所产生的加

速度,γBA 代表振子B通过弹簧κ2对A的耦合作用.

按照同样的逻辑,可以直接表示出振子B的动力学

方程,只是振子B没有外驱动力,可以表示为

d2x2

dt2 +2β2
dx2

dt +ω2
2x2+γABκ( )2 x1=0 (3)

式(2)和式(3)中的耦合系数都是只跟弹簧κ2 有关

的常数,所以两个耦合系数应该是一样的,耦合系数

可以简化为

   γABκ( )2 =γBA κ( )2 =γ (4)

用待定系数的方法求解由式(2)和式(3)组成的方

程组,即可以得到振子A和B的运动特性.

因为A和B两个振子都做受迫振动,所以在振

动稳定之后,两个振子都做角频率为ω 的周期性运

动,方程组解的形式表示为

     x1=A1 ( )ω eiωt (5)

     x2=A2 ( )ω eiωt (6)

式(5)、(6)中的指数部分只代表位移是周期性的振

动形式,而不包含初相位信息,振子的振幅和相位信

息都包含在A1 ( )ω 和A2 ( )ω 中.将式(5)和式(6)所

表示的解的形式返回到式(2)和式(3)组成的方程

组,进行待定系数求解可以得到

    A1 ( )ω =a·

 ω2
2+iωβ2-ω2

ω2
1+i2ωβ1-ω( )2 ω2

2+i2ωβ2-ω( )2 -γ2
(7)

    A2 ( )ω =a·

 γ
ω2
1+i2ωβ1-ω( )2 ω2

2+i2ωβ2-ω( )2 -γ2
(8)

从式(7)、(8)所表示的A1 ( )ω 、A2 ( )ω 两个物理量

可以看出,A1 ( )ω 、A2 ( )ω 都是复数形式,也正好说

明了其中包含了振子做受迫振动的振幅和相位信

息.所以我们想要研究幅频特性和相频特性,只需要

对式(7)、(8)进行分析即可.

A1 ( )ω 和 A2 ( )ω 的 实 部 A1 ( )ω 和

A2 ( )ω 代表了振动的振幅信息,即可研究其幅频

特性.如果将振幅的相位信息表示为eiφ1 ( )ω 和

eiφ2 ( )ω ,则A1 ( )ω 和A2 ( )ω 还可以表示为

  A1 ( )ω = A1 ( )ω eiφ1 ( )ω (9)

  A2 ( )ω = A2 ( )ω eiφ2 ( )ω (10)

将式(9)、(10)相除,并根据欧拉公式,可以得到

eiφ1-φ( )2 =eiΔφ =cosΔφ+isinΔφ=

   A2 ( )ω
A1 ( )ω

A1 ( )ω
A2 ( )ω =

  A2 ( )ω
A1 ( )ω

ω2
2+iωβ2-ω2

γ
(11)

则有

  cosΔφ= A2 ( )ω
A1 ( )ω

ω2
2-ω2

γ
(12)

   sinΔφ= A2 ( )ω
A1 ( )ω

ωβ2

γ
(13)

则可以得到两个振子的相位差为

 Δφ=φ1-φ2=arctan
ωβ2

ω2
2-ω2 (14)

这样我们根据式(7)、(8)就可以得到振子A和B的

幅频特性曲线,根据式(14)就可以得到相频特性曲

线.如图2中的(a)和(b)分别表示的是双耦合谐振

子模型的幅频特性和相频特性曲线.

图2 双耦合谐振子的幅频特性和相频特性曲线
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从幅频特性曲线可以看出,A和B两个振子都

对应ω1 附近和ω2 附近的两个共振峰,说明外驱动

力的频率与弹簧振子的共振频率一致时,振动幅度

最大,谐振子系统出现共振现象.但是振子A(受到

外驱动的振子)在ω2 附近的共振峰呈反对称分布,

即Fano共振特性.但此处的共振强度相对于普通共

振来说要小很多,所以在常规实验中不太容易观察

到,也没有得到足够的重视.

将此处的反对称共振曲线放大,如图3所示,可

以看出当外驱动力的频率等于ω2时,振子A的振幅

出现一个最小值,这是因为弹簧κ1 受外驱动力以频

率ω2对振子A进行作用时,弹簧κ2带动振子B刚好

达到共振状态,使得κ1和κ2对振子A的作用刚好处

于反向同步,作用力恰好相互抵消,使振子 A刚好

达到稳定静止状态,从而出现了振幅最小值,这也是

产生非对称共振谱的原因.

图3 Fano共振处的幅频特性曲线

如图2(b)所示,在外驱动力频率为ω2 处,振子

A和B之间的相位差产生突变,呈反对称线型,即

Fano共振的相频特性曲线,与我们之前研究的传统

共振中的相频特性[1]有很大的差异.

2 双耦合谐振子共振特性

双耦合谐振子共振特性受两个振子的阻尼系数

和耦合系数的影响.本文将具体分析振子A的阻尼

β1,振子B的阻尼β2 和两个振子之间的耦合系数γ

对双耦合谐振子共振特性的影响.

  如图4(a)、(b)分别为振子A,B的幅频特性曲

线随阻尼β1 的改变而产生的变化.从图中可以看

出,随着β1的增大,ω1附近的共振峰强度明显减弱,

共振峰宽度逐渐增大.对于振子A来说,ω2 附近的

反对称共振峰的最小值基本没有改变,极大值有微

弱的减小趋势,但此处共振峰的线型和半高宽都没

有变化;对于振子B来说,ω1 处的共振峰强度是有

明显减弱,ω2 附近的共振峰没有任何变化.这说明

β1 对ω1附近的共振峰的强度有明显的调控作用,但

对ω2 附近共振峰基本没有影响.

图4 阻尼β1 对幅频特性曲线的调控

如图5(a)、(b)所示分别为振子A,B的共振特

性随着振子B的阻尼系数β2 的改变而产生的变化.

随着β2 的增大,两个振子在ω1 处的共振峰强度、位

置和半高宽都没有变化,而振子A,B在ω2附近的共

振峰强度逐渐减小,振子A在此处反对称的振幅最

小值从零开始逐渐增大.β2=0时振子B处于无阻尼

的理想状态,ω2 处的反对称最低值为零,β2 越大反

对称的最低值和共振峰值越来越接近,Fano共振现

象也越来越不明显,直至共振现象逐渐消失.所以想

要观察到明显的反对称共振线型,振子B的阻尼系

数β2 应该尽量的小.
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图5 阻尼β2 对幅频特性曲线的调控

如图6(a)、(b)所示分别为振子A和B的幅频

特性曲线随耦合系数γ 的改变而产生的变化.当耦

合系数γ为零时,振子A退化为单个谐振子,只有处

于ω1 附近的一个共振峰,而振子B没有振动,振幅

一直为零.随着耦合系数γ的逐渐增大,对于振子A
来说,ω1 附近的共振峰强度逐渐增强并产生明显红

移;ω2 附近逐渐产生反对称的共振峰,反对称共振

的最低点逐渐降低为零,共振峰的强度逐渐增强并

产生明显蓝移,共振峰的半高宽也逐渐增大,反对称

线型也越来越不明显.对于振子B来说,随着耦合系

数γ的逐渐增大,ω1 附近的共振峰强度逐渐增强并

产生明显红移,ω2 附近的共振峰强度也逐渐增强并

产生明显蓝移.

图6 耦合系数γ对幅频特性曲线的调控

对于双耦合谐振子模型的相频特性,从式(14)

可以看出,相频特性只受到振子B的阻尼系数β2 的

影响,与β1和γ无关.如图7所示为振子A,B之间的

相位差随阻尼β2 的改变而产生的变化情况,两个振

子之间的相位差在振子ω2 处产生突变.随着阻尼系

数的增大,相位突变点没有改变,这也是由式(14)

决定的,但相频谱线的半高宽随着耦合系数的增大

而逐渐展宽.

图7 阻尼β2 对相频特性曲线的调控

3 双耦合谐振子共振仪

基于本文对双耦合谐振子共振特性的分析,本

文提出一种双耦合谐振子共振仪,可用于大学物理

实验教学,以填补学生对反对称线型共振现象的认

识.
如图8所示为共振实验仪的模型图,本文提出

的共振实验仪由驱动系统、测量系统和控制系统3
个系统构成.

图8 双耦合谐振子共振仪示意图

控制系统设置外驱动力的参数和测量后的数据

记录.在驱动盘的圆周边缘均匀刻上一周狭缝(示意

图中只画出了4条狭缝),称为驱动相位测量尺.驱

动电机带动驱动盘转动,在狭缝通过左侧光电门的

过程中,光电门可根据狭缝的长度和通过狭缝的数

目确定外驱动的相位,这与目前大学物理实验中用

到的波尔共振仪类似[6].外驱动通过驱动杆传动到
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测量系统的驱动振子,使驱动振子产生周期性振动,

驱动振子通过弹簧κ1 和κ2 分别驱动振子A和B振

动,为了测量振子A和B振动的振幅和相位,在每个

振子上加一个光电门,光电门经过下方刻有狭缝的

位移相位测量尺,光电门根据通过测量尺的狭缝数

目确定受迫振动的振幅、相位和振动频率等参数,最

后将测量结果回传到控制系统,得到我们想要的振

子A,B的振幅和相位信息,从而描述双耦合谐振子

模型做受迫耦合振动的幅频特性和相频特性.

4 结论

本文详细推导了双耦合谐振子做受迫振动的幅

频特性和相频特性,在外驱动频率等于振子B的共

振频率ω2时,振子A会产生反对称的Fano共振.阻

尼系数β1 和β2 分别调控ω1 和ω2 附近的共振强度,

耦合系数γ对两个位置的共振峰都有影响;相频特

性曲线只受阻尼系数β2的调控,阻尼系数β2和耦合

系数γ可以调控Fano共振的幅频特性和相频特性.

想要观察到明显的Fano共振现象,阻尼β2 应该尽

量的小.本文所提出的双耦合谐振子共振仪可以同

时测量反对称的Fano共振特性和常规对称的共振

特性.
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ResearchonResonanceCharacteristics
ofDoubleCouplingOscillator

ZhaiLipeng ZhangJunwu
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ChangKaige TongTong WangXuedong
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Abstract:Inthisarticle,principleofdoublecouplingharmonicoscillatorisdeducedindetail.Wegetthe

expressionofamplitudefrequencyandphasefrequencycharacteristic.Antisymmetricresonancecharacteristicswill

beappearanceinoscillatorA whilefrequencyofdrivingforceequaltoresonancefrequencyofoscillatorB.

Resonancecharacteristicsofdoublecouplingharmonicoscillatorisaffectedbydampingcoefficientandcoupling

coefficient.Finally,weproposearesonancemeasuringsystemwhichcanbeusedforcollegephysicsteachingin

thispaper.

Keywords:doublecouplingHarmonicoscillator;Fanoresonance;amplitudefrequency;phasefrequency
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