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摘 要:利用费马原理得到了两个齐明点之间折射等光程面的曲面方程,然后得到了折射等光程面顶点(即齐

明点连线与折射面的交点)处的曲率半径表达式,它与球面傍轴成像公式具有完全相同的形式.这说明,傍轴成像

中的球面与折射等光程面之间存在联系.分析发现,傍轴成像球面实际上就是对顶点处曲率半径等于该球面半径,

并在顶点处与该球面相切的一系列折射等光程面的近似.
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1 引言

费马原理是几何光学中关于光传播路径的一条

重要原理,由它可以推出直线传播、反射、折射等3
条基本定律[1].早有研究表明,作为几何光学成像理

论中的基本公式,球面傍轴成像公式也可从费马原

理推得[2~6].此一类研究中,一般都是在傍轴近似

条件下,利用费马原理或者得自于费马原理的等光

程性来推导傍轴成像公式的,基本不涉及折射等光

程面方面的讨论.
折射等光程面可以对特定位置处的一个物点实

现理想成像,而球面(为与一般数学意义上的球面相

区别,本文将之称作傍轴成像球面)则可以在傍轴

近似条件下对光轴上任意位置处的物点都能做到近

似的理想成像.
比较这两种成像情形,折射等光程面的理想成

像对物点的位置有要求,但是对物点发射的光束无

要求.傍轴成像球面的近似理想成像则与之相反,

它对光轴上物点的位置无要求,但是却要求物点发

射的光束只能局限于光轴附近区域.
在上述比较之下,自然会出现这样的疑问:折射

等光程面与傍轴成像球面之间有无关联? 若有,又
是怎样的一种关联? 对此疑问的回答就是本文获得

的一个结果.此外,本文的推导本身也可以视作从

费马原理出发获得球面傍轴公式的一种新方法,这
是本文获得的另一个结果.

本文首先利用费马原理推得了折射等光程面的

方程,然后计算了其顶点处的曲率半径,通过对此曲

率半径表达式的分析,最终得到了折射等光程面与

傍轴成像球面间的关系.

2 折射等光程面方程

如图1所 示,曲 面Σ是 折 射 率 分 别 为n和n′
(n′>n)的两种介质的边界面,若它可以使入射其

上的从物点Q发出的所有光线在折射后都会聚于像

点Q′处,那么根据费马原理即可知,所有这些光线

走过的光程都必定相同,因此Σ 面就是一个折射等

光程面,Q 与Q′则是与之对应的齐明点.本文将齐

明点连线称为Σ面的光轴,而光轴与Σ 面的交点就

是它的顶点.
为了获得Σ 面的方程,需要建立一个坐标系.

如图1所示,取光轴所在直线为z轴,向右的方向为

其正方向,再取Σ面的顶点为原点O,建立三维直角

坐标系.图中用来表示Σ面的曲线L 实际上就是Σ
与xOz面的交线.

图1 两种介质之间的折射等光程面

任取一条自Q 发出,并在Σ面上某点P 处折射

后到达Q′的光线来考虑(如图).设Q,Q′与P 的坐
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标分别为(0,0,z1)、(0,0,z2)和(x,y,z),则沿

着此条光线所走过的光程L1 表示为

 L1=n x2+y2+ z-z( )1
2 +

  n′ x2+y2+ z-z( )2
2 (1)

再考虑自Q点沿z轴经原点O 到达Q′点的光线,相
应的光程L2 表示为

    L2=n′z2-nz1 (2)

由L1 与L2 相等可得

  n x2+y2+ z-z( )1
2 +

n′ x2+y2+ z-z( )2
2 =n′z2-nz1 (3)

P点是在Σ面上任取的点,因此式(3)就是折射等光

程面Σ 的方程,它描写的是一种被称为笛卡尔卵形

面的四次曲面.从方程的表达式可以看出,对于给

定的n和n′,z1和z2发生任何改变,都会导致Σ面随

之而变.这表明,一种折射等光程面只对应一对特定

位置的齐明点.为了简单又不失一般性,本文只讨论

实物成实像情形,并且物点限定于z轴负半轴上.

3 折射等光程面在顶点处的曲率半径

由式(3)可以看到,Σ面是一个以z轴为转轴的

旋转曲面.因此,只需了解曲线L的情况就可以知道

Σ面的情况了.
自式(3)可得曲线L的方程为

   n x2+ z-z( )1
2 +

 n′ x2+ z-z( )2
2 =n′z2-nz1 (4)

若将式中的x 视为自变量,z视为因变量,则图1中

曲线L在任意点处的曲率半径r满足[7]

    r= 1+z′( )2
3
2

z″
(5)

式中的z′和z″分别是z对x的一阶导函数和二阶导

函数.由此式可知,L在原点处的曲率半径,也即Σ
面在其顶点处的曲率半径,应表示为

    r= 1+ z′(0[ ]){ }2
3
2

z″(0)
(6)

式中,z′(0)和z″(0)分别是z′和z″在原点处的值.
令式(4)等号两边同时对x 求一阶导数和二阶导

数,经整理后可分别得

 z′= nB+( )n′A x
n′z2-( )z A+nz1-( )z B

(7)

z″= nB+n′A
n′z2-( )z A+nz1-( )z B+
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两式中

   
A= x2+ z1-( )z 2

B= x2+ z2-( )z 2
(9)

由式(9),并考虑到z1 <0,z2 >0(图1),可以算得

原点处A 与B 分别满足

    A=-z1  B=z2 (10)

再将式(10)以及原点条件x=0和z=0代入到式

(7)与式(8)中,注意到式(7)等号右边的分式,以及

式(8)等号右边的第二项与第三项都带有因子x,所
以容易得

     z′(0)=0 (11)

   z″(0)= nz2-n′z1
z1z2 n-( )n′

(12)

将式(11)和式(12)代入到式(6)中即可得到Σ面在

其顶点处的曲率半径为

    r=z1z2 n-( )n′
nz2-n′z1

(13)

此式可进一步化作

n′
z2-n

z1=n′-n
r

考虑到z1 是负的,因此上式又可改写为

    n′
z2+ n

z1 =n′-n
r

(14)

式(14)与球面傍轴成像公式[8]具有完全相同的表

达形式,但是前者在Σ面顶点处精确成立,而后者则

是在傍轴近似条件下成立.

4 结果与分析

如前所述,折射等光程面顶点处的曲率半径公

式与球面傍轴成像公式有完全相同的表达形式,这
表明此两种折射面之间必定存在某种关联.

如图2中所示,作出曲线L 在原点处的曲率圆

L′,然后令L′绕z轴旋转即可得到球面Π,它与Σ面

有以下关系:与Σ面在顶点处相切,半径就等于Σ在

顶点处的曲率半径.若将两种介质的边界面替换为

Π,设物点Q经Π 成像于z′处,则由球面傍轴成像公

式可有

—23—

2020年第3期               物理通报               大学物理教学



   n′
z′+ n

z1 =n′-n
r

(15)

图2 两种介质之间的折射等光程面(Σ)与傍轴成像球面Π

比较式(15)与式(14)可知,z′就等于z2.这表

明,Q与Q′既是关于Σ面的共轭点,同时也是关于Π
面的共轭点,如图2所示.只是,前者是精确成立的,

后者则是在傍轴近似条件下成立.
若将Q 发出的、满足Π面傍轴近似成像条件的

所有光线都画出来,它们就会在Σ面和Π 面上分别

形成如图3所示的两个区域σ和π(图中放宽了傍轴

近似条件,以便观察).

图3 Q 发出的傍轴光束在Σ 面和Π 面上

 形成的区域σ(红色)和π(青色)

在图3中,Q发出的、入射到区域σ上的光线,经
折射后会完美地会聚于Q′,而当这些光线是入射在

区域π上时,经折射后则会近似地会聚于Q′.比较

这两种情况可以认为,从成像的角度来说,可将π视

作σ的近似替代物.这样,原来的傍轴光线近似也

就转换成为折射面形状近似.
总结以上讨论,可有结果:当傍轴成像球面Π与

折射等光程面Σ在顶点处相切,且其半径等于Σ 在

顶点处的曲率半径时,两者就会共有一对共轭点,从
而可以用Π来近似取代Σ.

上述折射面形状近似,并不是只对给定的某一

对共轭点成立.改变图3中Q点的位置,由式(3)可
知,Σ面的形状也会发生相应的改变.下文的分析

表明,在特定条件下,对于任意位置处的物点,从成

像的角度来说,可以用同一个傍轴成像球面来近似

取代与这些物点相对应的一系列折射等光程面.
由式(3)可知,Σ面的形状随Q 的位置z1 变化,

但其顶点位置始终位于图2所示坐标系的原点处,

不会改变.式(14)则进一步表明,可以给Σ 面的改

变加一个限制性条件,即令Σ 面在顶点处的曲率半

径r保持为恒定值.这样,与不同位置处的Q点相对

应的所有Σ 面都共有同一个顶点,并且它们在该顶

点处的曲率半径也都是相同的.于是,它们与xOz
面的交线在原点处也会共有同一个曲率圆,而由此

曲率圆绕z轴旋转形成的球面Π 与各Σ 面必定有以

下关系:与所有上述Σ面在顶点处相切,半径等于它

们在顶点处的曲率半径.因此根据前面总结的讨论

结果,此球面Π必定与每一个Σ 面都共有一对共轭

点,可以用Π来近似取代每一个Σ 面.
总之,傍轴成像球面可以理解为是对一系列满

足特定条件的折射等光程面的近似,此条件就是:所
有这些折射等光程面皆在顶点处与该傍轴成像球面

相切,且它们在顶点处的曲率半径也都等于该傍轴

成像球面的半径.

5 结论

本文首先用费马原理推得了折射等光程面的曲

面方程,之后给出了折射等光程面在顶点处的曲率

半径表达式,它与球面傍轴成像公式具有完全相同

的形式,预示了折射等光程面与傍轴成像球面之间

必定存在关联.随后,通过对曲率半径表达式的分

析发现,傍轴成像球面实际上是对满足特定条件的

一系列折射等光程面的近似.
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摘 要:以单摆教学为例,探索如何用自学材料唤醒并优化学生已有知识,如何用学习材料和演示实验引导学

生思考问题、发现问题和解决问题,以实现知识和能力同步协调发展.
关键词:自学材料  单摆  激活

  学生现有认知经验和教学目标之间的部分是

教学设计的着力点,教师通过穿针引线,牵线搭桥,
引导并帮助学生达成对知识的理解.在这过程中,虽
然不同的教师做法不同,但下面3点常常是优秀教

师具有的共同特征.
第一,调动学生的主动性,使学生积极参与到学

习活动中来.
第二,唤醒并帮助学生不断优化、拓展已有知识

和认知经验,提升学生的思维能力.
第三,为学生提供发现或创新的机会.

如何实现上述三者和谐统一,从而提高教学效

率,下面以单摆教学为例来说明.教学过程,以最大

摆角θ0 的变化为线索,以自学材料和实验为载体,
向学生展现物理学上一类重要现象:当某物理量变

化到一定程度时,会引起物理规律发生质的飞跃.让
学生用科学研究的思维方式学习知识,在获取知识

的过程中培养科学素养.

1 优化认知结构 形成知识最近发展区

首先让学生自学下面3段材料,在自学过程中
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像[J].大学物理,2018,37(02):26~28

7 同济大学应用数学系.高等数学(上册)(第5版)[M].北

京:高等教育出版社,2002.170,172

8 赵凯华,钟锡华.光学(上册)[M].北京:北京大学出版

社,1984.49

TheRelationshipbetweenAplanaticRefractingSurfaces
andParaxialImagingSphereSurfaces

XingRong WuLiangcheng
(DepartmentofPhysics,CollegeofScience,HunanUniversityofScienceandEngineering,Yongzhou,Hunan 425199)

Abstract:TheequationofaplanaticrefractingsurfacesisobtainedbyusingFermat′sprinciple.Then,the

expressionofcurvatureradiiofaplanaticrefractingsurfacesatverticesisdeduced.Thecurvatureradiiexpressionis

identicaltotheparaxialimagingequationofsphericalsurfaces.Byanalysingthecurvatureradiiexpression,the

conclusioncanbedrawnthatasphericalsurfaceforparaxialimagingisanapproximationstoalloftheaplanatic

refractingsurfaceswhichhavethecurvatureradiiatverticeseuqaltotheradiiofthesphericalsurface,andare

tangentwiththesphericalsurfaceatvertices.

Keywords:Fermat′sprinciple;aplanaticpoints;aplanaticrefractingsurfaces;paraxialimaging
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