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摘 要:带电球壳是静电场研究中的一个基本模型,在高考乃至物理竞赛中都经常涉及相关问题.半球壳相对

于完整的球壳而言,由于球体的不完整,导致了此类问题难度较大,往往需要使用填补法、等效法、对称性分析等技

巧来研究,但这样的研究具有特殊性、局部性,将会导致对于均匀带电半球壳轴线上的电场缺乏全面准确的理解.本
文将对均匀带电半球壳轴线上的电场进行严密推导,并应用结论对经常出现的相关问题进行解释.
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1 存在问题

均匀带电半球壳问题可以看作是均匀带电球壳

的电场特性的应用,对于一些特殊的位置可以采用

填补法、等效法、对称性分析等方法,在理解均匀带

电球壳的基础上,利用技巧解决半球壳的问题.
【例1】已知均匀带电球壳内部电场强度处处为

零,电势处处相等.如图1所示,正电荷均匀分布在

半球面上,Ox 通过半球顶点与球心O 的轴线.A 和

B 为轴上的点,且 OA =OB,C 和D 为直径上的两

点,且OC=OD,则下列判断正确的是(  )

A.A 点的电势与B 点的电势相等

B.C点的电场强度与D 点的电场强度不相等

C.A 点的电强度与B 点的电场强度相同

D.在A 点由静止释放重力不计的带正电的粒

子,该粒子将沿AB 做匀加速直线运动

图1 

例1是一个较为典型的均匀半球壳轴线上的电

场问题.C,D 两点的电势是否相等,可以用对称性

来分析.对称性又叫不变性,外尔对此所作的定义

是,如果我们对一件东西可以进行操作,使得操作后

这件东西仍旧和以前一样,我们就叫这件东西是对

称的[1].按照不变性定义分析,半球壳以x轴由C周

旋转到D 前后没有发生变化,可见C和D 的位置具

有对称性,C,D 点的场强大小相等.
A,B 位置显然对于球壳而言没有对称性,A,B

点的电场强度大小该如何判断,可以使用填补法.将

题中半球壳补成一个完整的球壳,且带电均匀,设

左、右半球在A点产生的场强大小分别为E1 和E2,

根据均匀带电球壳内部电场强度处处为零的特性,

可知E1=E2.根据对称性,左、右半球在B点产生的

场强大小分别为E2和E1,且E1=E2.可以得出A的

场强大小为E1,方向向右,B的场强大小为E2,方向

向右,所以A点的电场强度与B点的电场强度相同.
由例1可以发现,我们可以通过技巧来解决一

些半球壳电场相关问题,方法比较巧妙,但从另外一

个角度来看,技巧偏重于解题,但是对于深刻理解均

匀带电半球壳轴线上的电场的确切情况提供不了太

多帮助,技巧可以解决部分特殊位置的定性判断,但
是定性判断的准确性还是有必要从理论研究上得以

保证.对于选项D的判断,用分析很难得出带电粒

子准确的运动情况.
笔者查阅了一些资料[2],发现有一些文章对于

均匀带电半球壳轴线上的电场也进行了深入研究,

但得出的结果仍然是限定在特定范围,结论不够完

善.

2 均匀带电半球壳轴线上的电场的推导

2.1 均匀带电半球壳轴线上电场计算的基本方法

点电荷组所产生的电场在某点的场强等于各点
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电荷单独存在时所产生的电场在该点场强的矢量叠

加[3],计算均匀带电球壳轴线上任意一点的电场强

度,基本思路是应用静电场场强叠加原理.均匀带电

半球壳具有轴对称性,由此可以推断半球壳的轴线

上的电场在y轴上的分量相互抵消,场强方向必定

沿着x 轴的方向,如图2(a)所示.
设均匀带电半球壳的带电荷量为q,电荷面密

度为σ,半径为R,在半球上取微元dS,dS在微元环

L 上,如图2(b)所示,可得出

dS=sinθR2dθdφ
dq=σsinθR2dθdφ

根据点电荷电场强度公式可得

dE=kdqr2 =

kσsinθR
2dθdφ

r2

图2 x>0时轴线上的场强分析

设P点距离O 点的距离为x,根据图2(a)几何

关系可得

r2=(x+Rcosθ)2+(Rsinθ)2=
x2+R2+2xRcosθ

cosβ= x+Rcosθ
x2+R2+2xRcosθ

微元dS对P 的场强在x 轴的分量为

dEx1 =kσR2(x+Rcosθ)sinθdθdφ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

(1)

对dEx 积分可得

Ex =∬
S

kσR2(x+Rcosθ)sinθdθdφ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

=

 ∫θ

2πkσR2(x+Rcosθ)sinθdθ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

对此积分采用换元积分法,令

x2+R2+2xRcosθ=t2

t∈ x+R,x2+R[ ]2

Ex =∫θ

2πkσR2(x+Rcosθ)sinθdθ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

=

  πkσRx2∫
x2+R2

x+R

R2-x2-t2
t2 dt

球壳电荷量q与电荷面密度的关系

σ= q
2πR2

代入上式可得

Ex =kq
1
x2- R

x2 x2+R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2.2 均匀带电半球壳轴线上电场分段考虑及特殊

点的计算

根据以上推导可得出轴线上离O点距离为x 的

点P 的电场强度大小,分析式(1)可以看出,场强

dEx 的表达式与 △BPD 的几何形状有关系,P点的

位置不同,得出来的dEx 可能不同,积分上下限也有

区别,导致积分所得的结果不同,因此要对P点的位

置讨论,进行分段运算.
(1)x>0的位置已经推导.
(2)x=0时,有

dExO =kσR2(x+Rcosθ)sinθdθdφ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

=

kσR2(Rcosθ)sinθdθdφ
R3 =

kσcosθsinθdθdφ

积分得       ExO =kq
2R2

(3)当-R<x<0,如图3所示,采用同样的方

法可得

图3 -R<x<0时的场强分析图
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dEx2=kσR2 Rcosθ- -( )[ ]x sinθdθdφ
a2+R2-2-( )x Rcos[ ]θ

3
2

=

 kσR2(x+Rcosθ)sinθdθdφ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

=dEx1

由上式可以看出,在-R<x<0与x>0的位置产

生的场强表达形式相同.
(4)当x=-R 时,有

dExR =kσR2(x+Rcosθ)sinθdθdφ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

=

kσ(-1+cosθ)sinθdθdφ
2-2cos( )θ

3
2

积分得    ExR =- kq
2R2

(5)当x<-R 时,如图4所示,有

图4 x<-R时的场强分析

dEx3=kσR2(-x-Rcosθ)sinθdθdφ
a2+R2+2xRcos( )θ

3
2

Ex3=-∫θ

2πkσR2(x+Rcosθ)sinθdθ
x2+R2+2xRcos( )θ

3
2

=

-πkσRx2∫
x2+R2

-x-R

R2-x2-t2
t2 dt

可得 Ex3=kq
1
x2+ R

x2 x2+R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

设沿着x 轴的方向为正

Ex3=-kq
1
x2+ R

x2 x2+R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

综上得出均匀带电半球壳轴线上的电场强度为

Ex =

-kq
1
x2+ R

x2 x2+R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 x<-R

- kq
2R2

        x=-R

kq
1
x2- R

x2 x2+R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 x>-R 且x ≠0

kq
2R2          x=

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

0

用Geogebra软件生成函数图像,如图5所示,
可以直观地了解轴线上场强的分布情况.

图5 用Geogebra软件生成的场强分布图像

3 均匀带电半球壳轴线上电场分布的总结及应用

通过计算可以发现,均匀带电半球壳轴线上的

电场是比较复杂的,但是可以总结出一些结论:

(1)以x轴方向为正,可以发现在x>-R的范

围内,电场强度的方向都为正,在x<-R 的范围,

电场方向为负.
(2)球心处的电场有简洁的表达形式 ExO =

kq
2R2,方向沿x 轴正方向.

(3)在-R<x<R的范围内,场强大小局部以

y轴对称.
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(4)电场强度在A 点的(x=-R)位置出现突

变,电场强度方向沿x 轴负方向,大小

ExR =- kq
2R2

将以上得到的结论应用到实际的习题中,可以

有效地解决相关问题.如例1中选项A,利用(1)可

知x>-R的范围内,电场强度的方向都为正,沿着

电场线的方向电势降低,选项A错误.选项D根据

Geogebra生成的函数图像,可直观的判断出粒子将

做变加速运动,例题1答案为选项C.
【例2】均匀带电球壳在球外空间产生的电场等

效于电荷集中于球心处产生的电场.如图6所示,在
半球面AB 上均匀分布正电荷,总电荷量为q,球面

半径为R,CD 为通过半球顶点与球心O 的轴线,在
轴线上有M,N 两点,OM =ON =2R,已知M 点的

电场强度为E,则N 点的场强为(  )

图6 例2题图

A.kq2R2-E   B.kq4R2

C.kq2R2-E  D.kq4R2+E

解析:

方法一:若将带电荷量为2q的完整球面放在O
处,均匀带电球壳在球外空间产生的电场等效于电

荷集中于球心处产生的电场.则在 M,N 点所产生

的场强为E合 = k2q
2( )R 2,当半球面在M点产生的场强

为E,右半球在M 点的场强

E右 = k2q
2( )R 2-E=kq

2R2-E

根据对称性可知左半球对 N 点的场强大小等于右

半球对M 点的场强,此题选项A正确.
方法二:将x=-2R和x=2R的情况分别代入

推导出的公式进行计算

EM =-kq
1
2( )R 2+ R

2( )R 2 2( )R 2+R
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú2 =

    -kq
R2

1
4+ 1æ

è
ç

ö

ø
÷

45
负号表示方向.根据题意可知

E=kq
R2

1
4+ 1æ

è
ç

ö

ø
÷

45

 EN =kq
1
2( )R 2- R

2( )R 2 2( )R 2+R
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú2 =

kq
R2

1
4- 1æ

è
ç

ö

ø
÷

45 =kq
R2

1
2-

1
4+ 1æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú45 =kq
2R2-E

【例3】(竞赛)如图7所示,半径为R 的均匀带电

球面,电荷的面密度为σ,试求球心处的电场强度.

图7 例3题图

方法一:面元 △S在O 点产生的电场在z 轴的

分量为

EO =kσΔScosθ
R2

式中ΔScosθ为面元在xOy 平面的投影,由此可得

EO =kσπR2

R2 =kσπ=kq
2R2

方法二:应用场强叠加原理直接积分得

EO =kq
2R2

4 结束语

通过对均匀带电半球壳的轴线上电场的深入研

究,对轴线上的电场分布情况的理解更加全面,而不

是停留在基于技巧的对特殊位置的片面理解,对相

关问题的解释、教学、命题都有所帮助.
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