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摘 要:把“复摆”模型应用到一类刚体的碰撞类问题中,能快速找到刚体瞬时转轴的位置,把刚体的平面平行

运动简化为绕瞬时转轴的定轴转动,并展示了几个应用的实例.
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  笔者在中学物理竞赛教学中,发现以下这种习

题最能考验学生对力学规律的理解是否到位.如图

1所示,光滑水平面上静止放置质量为M,长为L的

均匀细杆,质量为m 的质点以垂直于杆的水平初速

v0 与杆的一端做完全非弹性碰撞.求碰后的角速

度.

图1 习题情境图

学生的主要思维障碍在于无法在头脑中形成碰

后瞬间刚体系统做平面平行运动的物理图像,不知

从什么方向寻找解题突破口,处理杆的转动时,总执

拗地去找刚体在碰后的瞬时转轴,以期把平面平行

运动转化为定轴转动,从而降低题目难度.这一思路

本身没有错,但学生一时半会无法准确找到碰后的

系统瞬时转轴位置,难以顺利解题.在上述碰撞类问

题中,系统没有固定转轴,碰撞发生后的瞬间,会有

一个实际的瞬时转轴(静止点),这个瞬时转轴的位

置取决于碰撞点的位置以及刚体自身质量分布等因

素,它与刚体的交线在平面平行运动的平面内的投

影也即本文标题中的“自由转动支点”.那么,如何处

理自由转动支点的刚体的碰撞类问题呢? 本文从多

个角度来详细阐述.

1 常规解法

取小球初速度v0 的方向为正方向,垂直于纸面

向里为角动量正方向,设小球碰后速度为v′,也即小

球碰后附着点 杆右端的速度,设碰后杆中心点的速

度为vC杆,角速度为ω,小球与杆右端碰撞的相互作

用力大小为F(t),碰撞持续极短时间τ,对小球,根

据动量定理

∫
τ

0
-Fdt=mv′-mv0

对杆,根据动量定理

∫
τ

0
Fdt=MvC杆 -0

在杆的质心系中取杆质心为参考点,根据角动量定

理,有

∫
τ

0

L
2Fdt=112ML2ω-0

再关联杆中心点和杆右端点的速度

v′=vC杆 +12ωL
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联立以上4个式子,解得

ω= 6mv0

(M+4m)L
这个方法从参与碰撞的球和杆两个角度阐述物

理的基本规律是如何体现在碰撞情境中的,对于习

惯处理重力、摩擦力等常力作用下物理情境的学生

而言,这是很基础、很简洁的一种理解碰撞作用力的

好方法.

2 在质心系中利用角动量守恒解此题

如图2所示,取杆和质点为研究对象,根据动量

守恒,可求得质点系质心的速度vC

mv0=(M+m)vC

再在质心系中来研究该碰撞,以质心C为参考点,碰

撞前后系统的角动量是守恒的.

图2 碰撞后质心C的位置

先把质心位置找出来,以l1 和l2 表示质心与杆

中心、与质点m 的距离.

l1= m
M +m

L
2

l2= M
M +m

L
2

碰后质点、杆绕系统质心的转动惯量分别为

I1=112ML2+M m
M +m
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2
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碰前杆、质点相对系统质心的初始角动量方向相同,

分别为

L1=MvCl1=M m
M +
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碰后系统相对质心的角动量为

L′=(I1+I2)ω=ωL2

4
Mm

M +m+Mæ

è
ç

ö

ø
÷

3

代入角动量守恒方程

L′=L1+L2

得

ω= 6mv0

(M+4m)L
设瞬时转轴在质心C左侧l0 处,如图3所示,求得

l0= M+4m
6(M+m)L

当然,上述解题过程还可适当地简化,比如说,碰前

的角动量,我们可以直接根据二体系的相对角动量

等于质心系中相对质心的角动量(证明过程略)直

接得出碰后的角速度ω,进而快速求解瞬时转轴的

位置.即

μv0
L
2=(I1+I2)ω

l0=vC

ω
其中,μ为二体系中小球的折合质量.

图3 碰撞后系统瞬时转轴位置O′

3 用“复摆”模型解此题

3.1 “复摆”模型的特点

如图4所示,一个任意形状、质量为m 的刚体,

被悬挂在通过O 点的光滑水平转轴上.当物体重心

处于转轴O 点正下方时,物体静止;当物体略有偏

离,可在平衡位置附近左右摆动,故称“复摆”.现在

讨论复摆的小角度摆动.

图4 复摆

设质心轴的回转半径为k,刚体绕过O 点的水

平轴定轴转动,转动惯量为IO,刚体质心C 与转轴O
的距离为x1.根据定轴转动定律及小角近似得
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d2θ
dt2 +mgx1

IO
θ=0

可得微振动周期为

T=2π IO

mgx1
=2π mk2+mx2

1

mgx1
=

2π
x1+k2

x1

g =2π x1+x2

g
与单摆周期公式类比,我们把x1+x2称为复摆

的等值摆长.其中,x2=k2
x1

是一个由刚体本身质量

分布和实际转轴位置而决定的物理量.我们表示在

图4中,即相当于OO′为等值摆长.如果我们把刚体

倒过来以过O′的水平轴做微振动,根据以上结论可

得周期T′为

T′=2π
x2+k2

x2

g
要使复摆绕O′的水平轴的微振动周期与绕O 的水

平轴的微振动周期相等,则有

T′=T  x1x2=k2

这个结论告诉我们,如果在刚体上过质心的任

意一条直线上,找到与质心相距x1 和x2 并分居质

心两侧的两个点O 和O′,只要满足x1x2=k2,O 和

O′两点就是共轭的,刚体绕这两个点定轴转动的周

期相等.实验室就是利用了这一特性只做了可倒摆.
接下来,我们来讨论这么个小问题:假设刚体悬挂点

距离质心C为x的A点(图5),在O′给刚体一个垂直

于AO′连线方向的冲量J,x的取值为多少才能使得

悬挂处受瞬时冲击的过程中不产生任何附加作用

力? 首先,假设满足条件的悬挂点A 距离质心x,根

据质心运动定理和以质心C 为参考点的角动量定理得

J=mvC  Jx2=mk2ω

图5 讨论打击中心

已知质心平动速度和刚体的角速度,即可得

x=vC

ω =k2
x2

可见x=x1,这说明符合条件的A 点即之前我们提

到的O 点.换句话说,如果O 点处不存在固定转轴,

刚体在O′点受到碰撞等冲击时,刚体的自由转动支

点就是O点.由于O和O′两点共轭,当刚体在O点

受到碰撞等冲击时,刚体的自由转动支点就是O′
点.O 和O′互为打击中心.

3.2 用复摆模型速解自由转动支点位置

回到本文文首的题目,不管质点以多大的速度

与细杆发生完全非弹性碰撞,质点都相当于在细杆

的右端施加了一个瞬时冲量,使得冲量结束后杆和

质点这个“刚体”绕自由支点定轴转动.先用以上模

型求该支点位置.如图6所示.算出质心轴的回转半

径k,l2 相当于模型中的x2,l0 相当于模型中的x1,

即可得到碰后的角速度.

mk2=I1+I2

k2=l2l0

mv0=(M+m)vC

ω=vC

l0
结论与常规解法一致.

图6 用复摆模型举例

4 “复摆”模型解决此类问题的应用实例

4.1 实例1
如图7所示,质量未必相同的两个小球A 和B

用轻杆相连后放在光滑水平面上,桌面上另一个小

球D 以垂直于杆方向的速度撞击B 球,试证明碰后

瞬间A 球的瞬时速度为零.

图7 题图
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本题是舒幼生老师编著的《力学》[1] 上的一道

例题.笔者采用与编者不一样的方法来证明.如图8

所示,设A和B球的质量分别为m1和m2,相距L,两

球与轻杆构成的系统的质心C距离A 和B球的距离

分别为l1 和l2.

l1= m2

m1+m2
L

l2= m1

m1+m2
L

系统的质心轴回转半径为k,则

(m1+m2)k2=m1l21+m2l22

图8 实例1图

设在质心左侧距离质心C 为x1 的位置为自由

转动支点,根据复摆模型,有

k2=l2x1

解得 x1= m2

m1+m2
L

也即x1=l1,说明自由转动支点恰好是A球.此题得

证.

4.2 实例2

(第23届全国中学生物理竞赛复赛题节选)如

图9所示,一根轻杆,长为2l,两端、中心处分别固连

着质量均为m 的小球B,D,C,开始时静止在光滑的

水平桌面上.桌面上另一质量为 M 的小球A,以给

定初速度v0 沿垂直于杆的方向与B 球发生弹性碰

撞,求刚碰后4个小球的速度.

图9 实例2图

常规解法笔者不再赘述.这里采用复摆模型来

解题.先确定B,C,D球及轻杆系统在碰撞后的自由

转动支点,设该支点在球C左侧x 处

3mk2=2ml2

k2=xl

解得 x=23l

可见,碰后B,C,D球及轻杆系统是一个绕O 点定轴

转动的刚体(图10).

图10 用复摆模型解题

设碰后球A和球B 的速度分别为vA 和vB,球C

和D 的速度分别为

vC =25vB

vD =15vB

根据弹性碰撞的特点,有

v0=vB -vA

1
2Mv2

0=12Mv2
A +12m 2
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B

解得

vB = 10M
5M+6mv0

vA =5M-6m
5M+6mv0

vC = 4M
5M+6mv0

vD = -2M
5M+6mv0

计算过程中计算量没有常规解法那么大,而且

逻辑思维能更直观地借助定轴转动体现出来.

由此可见,用复摆模型解决自由转动支点的刚

体的碰撞类问题,能迅速找到刚体的瞬时转轴位置,

从而把刚体的平面平行运动(3个自由度)转化为刚

体的定轴转动(1个自由度),化繁为简,化抽象为直

观,更有助于我们理解力学规律在实际的物理情境

中的体现过程.

参 考 文 献

1 舒幼生.力学.北京:北京大学出版社,2005.155~156

—18—

2021年第3期               物理通报            竞赛与物理专题研修


