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摘 要:采用理论数值分析的方法对单摆进行研究,结果发现单摆由小角到大角的摆动过程中振动图像在由线

性(小角)到非线性(大角)缓慢变化,角度越大非线性现象越明显;基于第一类完全椭圆积分和数值积分的方法计

算周期,结果证明周期与摆长、角振幅相关;不同摆长的周期分析结论是摆长较小时有利于实际实验测量,其带来的

相对误差较摆长较大时更小.为实际操作方便角振幅(摆角)可适当增加,对实验结果不会引入较大误差.
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1 引言

单摆是一种理想的物理模型,由理想化的摆球

和摆线组成.在满足偏角小于等于5°的条件下,单
摆的运动近似为简谐振动,因此,单摆经常作为研究

简谐振动的基本内容[1].当摆角大于5°时,单摆的运

动变得复杂,其运动方式也由线性走向非线性[2,3],
大量研究分析单摆运动的论文见诸于各类期刊

上[4~8].

单摆实验作为最基础的内容在大学物理实验课

程中开设[9,10],既可作为简谐运动的方式测定本地

重力加速度,也可通过大角摆动的动力学分析作为

学习非线性物理的重要基础.因此,单摆实验成为连

接基础物理与近代物理(非线性物理)的桥梁,通过

单摆我们既能了解最简单的振动方式简谐振动,又
能通过初始条件的变化学习非线性动力学的知识.

本文通过讨论单摆由线性走向非线性的变化,
主要方法采用数值理论模拟分析线性谐振动和非线

性谐振动的图像变化;角振幅的变化引起的周期变

化以及不同摆长对应的周期变化,通过分析这些条

件为单摆实验中取得理想的结果提供理论借鉴.

2 实验原理

如图1所示单摆,小球的质量为m,其质心到悬

挂点O的距离为l(摆长).偏离平衡位置θ角时,作

用在小球上的切向力的大小为 mgsinθ,它总指向

平衡点O′.当θ角很小时,有sinθ≈θ,切向力的大

小为mgθ.质点动力学方程为

    mld
2θ
dt2 =-mgsinθ (1)

图1 单摆

当θ≤5°时,为简谐运动方程的动力学微分方

程,式(1)的通解为

    θ(t)=Acos(ω0t+φ) (2)

    ω0=2πT = g
l

(3)

单摆在摆角很小、无阻尼时的摆动为简谐振动,

简谐振动是一切线性振动系统的共同特性,它们都

以自己的固有频率做正弦振动.
当θ>5°时,sinθ≈θ不再成立,式(1)为

  d
2θ
dt2 =-g

lsinθ=-ω2
0sinθ (4)
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此时的微分方程不再是线性方程,无严格解析

解[1,2].

3 简谐近似和非线性的振动图像比较

图2为摆长l=1m时角振幅分别为3°,10°,30°
时的时间(t) 位移(y)图像,图中实线为简谐振动

图,虚线为数值模拟振动曲线图,点实线为同一时刻

两者差值曲线图.图2中可见当角振幅为3°时,数值

模拟与简谐振动曲线吻合得很好,可视为简谐振动;

角振幅为10°时,两条曲线在很短时间就不再重合,

此时已不能视为简谐振动;角振幅增加至30°时数

值模拟曲线已明显偏离简谐振动曲线,即大角摆动

已非线性谐振动.

图2 不同角振幅时的振动曲线

4 大角时的振动周期计算

大角摆动的微分方程为式(4),单摆振动角速度

为ω=dθdt
,可将式(4)变换为

d2θ
dt2 =dωdt=dωdθ

dθ
dt=

ωdωdθ=-g
lsinθ

可得

ωdω=-g
lsinθdθ

将上式两边积分得

∫
0

ω
ωdω=∫

θm

θ
-g

lsinθdθ

开方后可得

ω=dθdt= 2g
l
(cosθ-cosθm)

则周期公式

T=4∫
T
4

0
dt=4 l

2g∫
θm

0

dθ
cosθ-cosθm

=

   T0
2
π∫

θm

0

dθ
cosθ-cosθm

(5)

式中积分上限θm 为角振幅,积分下限0即平衡位

置.
上式还可写为第一类完全椭圆积分形式

  T=T0
2
πK sin2θmæ

è
ç

ö

ø
÷

2
(6)

4.1 角度的改变与周期的关系

图3为0~90°对应的周期图,图中“*”代表简

谐振动式(2)近似下的周期;“o”表示式(5)数值积

分计算不同角度对应周期;“+”表示式(6)第一类

完全椭圆积分的计算结果.由图可以看到数值计算

与第一类完全椭圆积分完全重合,两者重合结果可

相互证明方法的正确性.从图中可知摆角大于10°
后与谐振动明显偏离,此时计算周期不能采用简谐

振动的计算方法.
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图3 周期与角振幅关系

4.2 摆长对周期的影响

为进一步说明4.1中周期与摆角的关系,考虑

摆长变化在不同角振幅的情况下周期的变化,表1
为摆长分别为20cm,30cm,50cm,70cm,100cm

时周期以及对于简谐振动周期的相对误差,其计算

公式为Er= T-T0

T0
×100%,式中T0为谐振动周

期.

表1 不同摆长的周期及相对误差

  l/cm

A   
20 30 50 70 100

角振幅/

(°)

周期/

s

相对

误差/%

周期/

s

相对

误差/%

周期/

s

相对

误差/%

周期/

s

相对

误差/%

周期/

s

相对

误差/%

1 0.8976 0.00 1.0993 0.00 1.4193 0.00 1.6793 0.00 2.0071 0.00

3 0.8978 0.02 1.0995 0.02 1.4195 0.02 1.6795 0.03 2.0074 0.03

5 0.8980 0.04 1.0999 0.05 1.4199 0.07 1.6801 0.08 2.0080 0.10

7 0.8984 0.08 1.1004 0.10 1.4206 0.13 1.6808 0.16 2.0090 0.19

9 0.8990 0.14 1.1010 0.17 1.4214 0.22 1.6818 0.26 2.0102 0.31

11 0.8997 0.21 1.1019 0.25 1.4225 0.33 1.6831 0.39 2.0117 0.46

13 0.9005 0.29 1.1029 0.35 1.4238 0.46 1.6847 0.54 2.0136 0.65

15 0.9015 0.39 1.1041 0.47 1.4253 0.61 1.6865 0.72 2.0157 0.86

17 0.9026 0.50 1.1054 0.61 1.4271 0.78 1.6885 0.93 2.0182 1.11

19 0.9038 0.62 1.1069 0.76 1.4290 0.98 1.6909 1.16 2.0210 1.39

21 0.9052 0.76 1.1086 0.93 1.4312 1.20 1.6935 1.42 2.0241 1.70

23 0.9067 0.91 1.1105 1.12 1.4337 1.44 1.6963 1.71 2.0275 2.04

25 0.9084 1.08 1.1126 1.32 1.4363 1.71 1.6995 2.02 2.0312 2.41

27 0.9102 1.26 1.1148 1.55 1.4392 2.00 1.7029 2.36 2.0353 2.82

29 0.9122 1.46 1.1172 1.79 1.4423 2.31 1.7065 2.73 2.0397 3.26
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  根据表1的统计结果:相同摆角时摆长增加相

对误差也随之增加,摆长较小时相对误差也较小.相

对误差在1% 内的数据在实际测量时当然可视为较

好的测量,由表1可知,如果把1% 作为标准的话,

摆长为20cm时摆角25°以内都可视为好的测量数

据,其误差在完全可接受的范围内,随着摆长增加到

100cm时,摆角15°以内的数据都可以算合格数据.
当然以上分析的前提为不考虑仪器本身误差和测量

时的不可控的人为引入误差等.
单摆实验的实验者在实际实验操作时会特别强

调小角摆动对实验结果的重要性,但5°以内的角度

在实际操作中很难严格控制,从上述分析结果看,可

得到结论,只要控制一定的摆角,测量出的周期对实

验结果(重力加速度)影响不大.由表1还可得到另

一结论:在摆长远大于摆锤尺寸的前提下(理想单

摆),摆长不宜过长,否则大角摆动的非线性会影响

实验结果.

5 结论

采用理论(数值)分析的方法对单摆进行研究,

结果发现单摆由小角到大角的摆动过程中振动图像

在由线性(小角)到非线性(大角)缓慢变化,角度越

大非线性现象越明显;对周期的计算分别采用第一

类完全椭圆积分和数值积分的方法,结果证明周期

与摆长、角振幅相关;不同摆长的周期分析,摆长较

小时有利于实际实验测量,其带来的相对误差较摆

长较大时更小,为实际操作方便和准确测量,角振幅

(摆角)的选取可适当增加,对实验结果不会引入较

大误差.
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NumericalTheoreticalAnalysison
SinglePendulumExperiment

LiQun YaoLi ZhangShixuan
(SchoolofScience,EastChinaUniversityofTechnology,Nanchang,Jiangxi 330013)

Abstract:Withthehelpofnumericalanalysiswestudythesimplependulum’smotion,itisfoundthatthe

oscillationimagechangesslowlyfromlineartononlinearduringtheswingofthependulumfromsmallangle

amplitudetolargeangleamplitude,andthelargertheangle,themoreobviousthenonlinearphenomenonis.

Basedonthemethodofthefirstcompleteellipticintegralandnumericalintegral.Thenextworkabouttheperiod

fromdifferentlengthofpendulumprovedtoberelatedtothependulumlengthandangularamplitude,itshows

thatthesmallpendulumlengthisbeneficialtotheactualmeasurement,andtherelativeerrorissmallerwhenthe

pendulumlengthissmaller.

Keywords:pendulum;nonlinear;numericalanalysis
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