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摘 要:根据库仑定律和场强叠加原理,通过球面积分计算了均匀带电半球面轴线上的电场分布,包括球心处、

球面上以及球面内外的电场强度,并给出电场随场点到球心距离变化的E z曲线.计算和模拟结果表明,均匀带电

半球面的电场大小并不是单调变化的,电场分布在球面半径处发生跃变,并在距球心约5倍半径处电场减小到趋于

零.求解思路和计算结果可以为求解其他多层同心均匀带电球壳、圆筒、均匀带电球冠模型的电场问题提供参考.
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1 均匀带电球面和半球面电场强度的相关计算

  电磁学教学中电场强度的计算是一个重要且基

础的问题.有关电场强度的计算可以总结归纳出几

种常用方法[1,2]:(1)场强叠加原理;(2)高斯定理;
(3)电场和电势的梯度关系.上述各种方法中,场强

叠加原理是求解电场强度最基本的方法,适用于求

解各种电荷分布的带电体的场强分布;高斯定理在

求解电荷分布具有高度对称性(球对称、轴对称、平
面对称)的几何体的电场时非常简便.除此之外,还
可以利用电势和电场强度的梯度关系先求电势再求

电场分布.近年来,学者们对均匀带电球面电场的求

法以及能否求解球面上的电场进行了反复分析和讨

论[3~6].由于不能把高斯面取在带电表面上,所以面

上的场强不能由高斯定理直接求出.虽然均匀带电

几何面两侧的场强会发生跃变,但面上的电场强度

也有唯一的确定值.
我们在教学中发现,当遇到所求问题为均匀带

电球面、圆柱面、多层同心球面、同轴柱面等,学生利

用高斯定理很容易就能求解出空间电场的分布,但
对半球面电场该如何求解并不是很清楚.因为半球

面上的电荷分布没有整个球面那样高度的球对称

性,所以我们不能利用高斯定理求解.一般而言,适

用球面电场的计算方法大多适用于计算半球面的电

场.张晓燕等根据叠加原理求解了均匀带电半球面

底面上的电势分布和电场强度[7].何海卫等分析了

均匀带电半球壳轴线上的电场及其增减性[8].林建

福先利用积分法求出均匀带电半球面轴线上的电势

表达式,然后利用电场强度与电势的关系导出均匀

带电半球面轴线上的电场强度[9].王世芳等利用圆

环带法、电势梯度法等多种方法求解均匀半球面球

心处的电场强度[10].
上述研究利用多种解法给出了均匀带电半球面

的电场强度.作为一种补充,下面我们直接利用库仑

定律和场强叠加原理,通过球面积分的方法计算均

匀带电半球面在球心、球面上以及球面内外的电场

分布,并给出电场分布的E z曲线.

2 用场强叠加原理计算均匀带电半球面轴线上的

电场强度

  【例题】设均匀带电半球面电荷面密度为σ,半
径为R,求半球面轴线上电场强度的分布.
2.1 均匀带电半球面在球心处的电场强度

取如图1所示的xyz坐标系,半球面位于z轴正

半轴.场点P点为半球面轴线上一点,当P点取在球

心O 处时,在半球面上任取一面积元dS.
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图1 半球面球心处的电场

dS=R2sinθdθdφ
面积元dS所带电荷量dq=σdS,在球心O处所产

生的场强为

dE= 1
4πε0

dq
R2=

1
4πε0

σR2sinθdθdφ
R2 =σsinθdθdφ

4πε0
由对称性分析可知,dE 垂直于z轴方向的分量

相互抵消,沿z轴方向的分量为dEz.

dEz=dEcosθ=σsinθcosθdθdφ
4πε0

Ez=∫dEz= σ
4πε0∫

π
2

0
cosθsinθdθ∫

2π

0
dϕ=

σ
4ε0

(1)

球心处电场强度的方向沿z轴负方向.
2.2 均匀带电半球面轴线上一点P(0,0,z)的电

场强度

图2为场点P位于z轴上不同位置的几种情况.
(1)若0<z<R,场点P 位于半球面内

图2 均匀带电半球面P 点处的电场

dE= 1
4πε0

dq
r2 = 1

4πε0
σR2sinθdθdφ

[(Rcosθ-z)2+(Rsinθ)2]

dEz=dEcosα=σR2sinθ(Rcosθ-z)dθdφ
4πε0(R2-2Rzcosθ+z2)

3
2

(2)

采用换元法,令

t2=R2-2Rzcosθ+z2 (3)

当θ∈ [0,π2],t∈ [R-z,R2+z2]

由式(3)可得

Rcosθ=R2+z2-t2
2z

对式(3)两边分别求导得

tdt=Rzsinθdθ
代入式(2),得

dEz= σR
4πε0

(R2-z2-t2)dtdφ
2z2t2

Ez=∫dEz= σR
4πε0z2∫

R2+z2

R-z

(R2-z2-t2)dt
2t2 ∫

2π

0
dϕ=

σR
4ε0z2(∫

R2+z2

R-z

R2-z2
t2 dt-∫

R2+z2

R-z
dt)=

σR
2ε0z2(R- R2+z2)+ σR

2ε0 R2+z2
=

σR2

2ε0z2(1- R
R2+z2

) (4)

该电场强度的方向沿z轴的负方向.
(2)若z>R,场点P 位于半球面外

dE= 1
4πε0

dq
r2 = 1

4πε0
σR2sinθdθdφ

[(z-Rcosθ)2+(Rsinθ)2]

dEz=dEcosα=σR2sinθ(z-Rcosθ)dθdφ
4πε0(R2-2Rzcosθ+z2)

3
2

令t2=R2-2Rzcosθ+z2,当θ∈[0,π2],t∈[z

-R,R2+z2]时

Ez=∫dEz= - σR
4πε0z2∫

R2+z2

z-R

(R2-z2-t2)dt
2t2 ∫

2π

0
dϕ=

σR
2ε0z2(R+ R2+z2)- σR

2ε0 R2+z2
=

σR2

2ε0z2(1+ R
R2+z2

) (5)

该电场强度的方向指向z轴的正方向.
(3)当z=R,即P 点在半球面上时

dE= 1
4πε0

dq
r2 = 1

4πε0
σR2sinθdθdφ

[(R-Rcosθ)2+(Rsinθ)2]

dEz=dEcosα=σR2sinθ(R-Rcosθ)dθdφ
4πε0[2R2(1-cosθ)]

3
2

=

σsinθdθdφ
82πε0(1-cosθ)

1
2

—51—

2021年第6期              物理通报              大学物理教学



Ez=∫dEz= σ
82πε0∫

π
2

0

d(1-cosθ)
(1-cosθ)

1
2∫
2π

0
dϕ= 2σ

4ε0
(6)

场强方向沿z轴正方向.
(4)若0>z>-R,场点P 位于球内z轴负半

轴,则

dE= 1
4πε0

dq
r2 =

1
4πε0

σR2sinθdθdφ
[(Rcosθ+|z|)2+(Rsinθ)2]

(7)

dEz=dEcosα= σR2sinθ(Rcosθ+|z|)dθdφ
4πε0(R2+2R|z|cosθ+|z|2)

3
2

令t2=R2+2R|z|cosθ+|z|2,当θ∈[0,π2],t

∈ [|z|+R,R2+|z|2]时

Ez=∫dEz= - σR
4πε0|z|2∫

R2+|z|2

|z|+R

(|z|2+R2+t2)dt
2t2 ∫

2π

0
dϕ=

σR
2ε0|z|2(R- R2+|z|2)+ σR

2ε0 R2+|z|2
=

σR
2ε0|z|2(1- R

R2+|z|2
) (8)

电场强度的方向指向z轴的负方向.
(5)若z<-R,被积函数与式(7)形式相同,在

z=-R 上没有电荷,场强在这点连续,场强表达式

与式(8)相同,只是z的取值范围不同.

Ez= σR
2ε0|z|2(1- R

R2+|z|2
) (9)

该电场强度的方向沿z轴的负方向.
(6)当z=-R,P点在z轴负半轴与球面交点上

dE= 1
4πε0

dq
r2 = 1

4πε0
σR2sinθdθdφ

[(Rcosθ+R)2+(Rsinθ)2]

dEz=dEcosα=σR2sinθ(Rcosθ+R)dθdφ
4πε0[2R2(1+cosθ)]

3
2

=

σsinθdθdφ
82πε0(1+cosθ)

1
2

Ez=∫dEz= σ
82πε0∫

π
2

0
-d
(1+cosθ)
(1+cosθ)

1
2∫

2π

0
dϕ=

σ
4ε0
(2- 2) (10)

场强方向沿z轴负方向.
综上,均匀带电半球面轴线上的电场强度分

布为

E=

σR2

2ε0z2(1+ R
R2+z2

)   (z>R)

方向沿z轴正方向

2σ
4ε0
  (z=R)方向沿z轴正方向

σR2

2ε0z2(1- R
R2+z2

) (0<z<R)

方向沿z轴负方向

σ
4ε0
   (z=0)方向沿z轴负方向

σR2

2ε0|z|2(1- R
R2+|z|2

)(0>z>-R)

方向沿z轴负方向

σ
4ε0
(2- 2)(z= -R)方向沿z轴负方向

σR2

2ε0|z|2(1- R
R2+|z|2

) (z<-R)

方向沿z

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï 轴负方向

(11)

3 分析与结论

  图3是用 Matlab软件模拟的均匀带电半球面

轴线上的电场强度E 随z变化的曲线.

图3 均匀带电半球面轴线上的E z曲线

横坐标用z表示,纵坐标可以用E表示,球面以

R 和-R 表示.假设电荷面密度σ为真空介电常数

的4倍,令球面半径R=1,则球心处电场强度相对

值大小为σ
4ε0=

1;其他特殊点比如球面上z趋近于R

时,其电场强度极限值也可以用相对数值表示.由图

示及理论分析可得以下结论:(1)均匀带电半球面

的电场强度在-R<z<R范围内大小关于半球面

球心对称分布,从球心处向半球面方向电场强度减

小.(2)当z=+R 时,在半球面半径处电场强度不
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连续,图中用虚线表示电场强度在半球面上发生跃

变.从球面内趋于R 时,由式(4)得ER- =(2- 2)

σ
4ε0

.从球面外趋于R时,由式(5)得ER+ =(2+ 2)

σ
4ε0

.从直接积分计算结果式(6)得ER=2σ
4ε0

.当场

点离半球面的距离大于半球面半径时,电场强度的

变化趋势也在减小,并在大约5R 处电场强度趋于

零.(3)经计算结果显示在z<0范围内,场强连续,

无穷远处为零.在z=-R 处,由式(8),式(9)和

(10)所得场强相同.说明并验证了在没有电荷的点

上场强不会发生跃变,而在有电荷的球面上,场强发

生跃变.(4)在球面内不包括球面的区域,场强大小

关于球心对称,可从静电平衡时,均匀带电球面内场

强为零得以验证.设想把半球面改为均匀带电整球

面即可得出结论.经积分计算在半球面z=R 处与

z= -R 空间点上场强大小不同是自然的,因为z=
-R 点离电荷普遍较远,场强小于z=R处的场强.

4 总结

对于均匀带电的半球面来说,电荷分布不像整

个球面电荷那样高度对称分布,不能用高斯定理求

解.其他求解的方法也有多种,最基本的方法还是利

用场强叠加原理,再通过面积分求出带电半球面轴

线上的场强大小.类似的方法包括分割圆环带法、电

势梯度法等.虽然这些解法稍有不同,最终都可归为

场强叠加方法的运用.当然,直接用场强叠加原理求

解计算量相对要大些,但这种方法适用性最广.同样

的解题思路也适用于求解均匀带电球冠电场强度等

相关问题.
参 考 文 献

1 马文蔚,周雨青.物理学(第6版)上册[M].北京:高等

教育出版社,2014.176~179

2 赵凯华,陈熙谋.电磁学(第3版)[M].北京:高等教育出

版社,2011.39~40

3 蔡莉莉,张晓燕.关于均匀带电球面上电场强度的求解

[J].物理与工程,2015,25(1):65~67

4 何志巍,李纯,崔文宏,等.均匀带电球壳球面电场强度计

算方法的讨论[J].物理通报,2016,35(4):7~10

5 刘敏敏,俎凤霞,吴涛.带电球面和带电球体电场强度和

电势分布求解探讨[J].物理通报,2016,35(6):8~13

6 刘倩,翟晓霞,艾丽娜.电场强度在带电表面突变问题的

深入探讨[J].物理通报,2016,35(8):16~18

7 张晓燕,冯翠菊.均匀带电半球面底面上的电场与电势

[J].河南师范大学学报(自然科学版),2010,38(3):183~185

8 何海卫,欧阳奕成.对“均匀带电半球壳电场”问题的深度

分析[J].物理教学,2018,40(4):66~67

9 林建福.均匀带电半球面轴线上的电势和电场强度[J].
物理通报,2019,38(11):13~14

10 王世芳,吴涛,郑雅琦.均匀带电半球面球心处场强的多种

求解方法[J].湖北第二师范学院学报,2019,36(8):14~16

CalculationofFieldStrengthontheAxisof
HemisphericalSurfaceUniformlyCharged

BaiChunhua GaoGuoming WenLimin
(SchoolofEarthSciences,YunnanUniversity,Kunming,Yunnan 650500)

Abstract:AccordingtoCoulomb'slawandfieldstrengthsuperpositionprinciple,theelectricfielddistributionon

theaxisofauniformlychargedhemisphereiscalculatedbysphericalintegration,includingtheelectricfieldintensity

atthecenterofthesphere,onthesphereandinsideandoutsidethesphere,andtheE-zcurveoftheelectricfield

varyingwiththedistancefromthefieldpointtothecenterofthesphereisgiven.Thecalculationandsimulation

resultsshowthattheelectricfieldoftheuniformlychargedhemispheredoesnotchangemonotonously.Theelectric

fielddistributionjumpsattheradiusofthesphere,anddecreasestozeroataradiusabout5timesfromthecenterof

thesphere.Thesolutionideasandcalculationresultsinthispapercanprovidereferenceforsolvingtheelectricfield

problemsofother multilayerconcentricuniformlychargedsphericalshells,cylindersanduniformlycharged

sphericalcrowns.

Keywords:uniformlychargedhemisphere;axis;electricfieldintensity
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