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摘 要:与亥姆霍兹线圈产生的匀强磁场类似,等量异号共轴双环电荷在一定的条件下也能在轴线上产生匀强

电场,这种双环称为临界双环或亥姆霍兹双环.文中建立了双环电荷在直角坐标系中的轴线上产生电场强度的表达

式,求出临界距离,计算临界场强,绘制了双环电荷的电场强度变化规律曲线.
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1 引言

两个半径和电流大小方向都相同的共轴通电线

圈的距离等于半径时,中间部分接近于匀强磁场,这
种线圈称为亥姆霍兹线圈[1~3].两个大小相同的共

轴圆环带有等量异号电荷时,简称为带电双环.当双

环很近时,在远处产生的电场等效于一个电偶极子

产生的电场[4].与亥姆霍兹线圈类似,当两环之间的

距离等于某一临界距离时,两环之间的电场接近于

匀强电场.文中说明了双环之间的场强随距离变化

的规律,求出了临界距离和临界电场.

2 轴线上的电场随距离的变化

如图1所示,取z轴为两环共轴,原点取在两环

正中间.设两个圆环的半径为a,距离为2L,均匀带

有等量异号电荷±Q.

图1 等量异号共轴双环电荷的场强

当均匀正负圆环电荷中心位于原点时,在轴线

上产生的场强为[2~4]

    E± (z)= ±kQz
(z2+a2)

3
2

(1)

场强和距离无量纲化处理后关系如图2所示,

带正电荷的圆环在轴线上产生的场强用先负后正的

虚线表示,带负电荷的圆环在轴线上产生的场强用

先正后负的点虚线表示,当两环重合时,L=0,合场

强为零用实线表示.

图2 双环电荷轴线上的电场强度(L =0)
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两条曲线都有一个“峰”,E±(z)对z求导数,可得

dE± (z)
dz = ±kQ(a2-2z2)

(a2+z2)
5
2

(2)

令dE±

dz =0,可得峰值对应的坐标

zM =± 2
2a=±0.70711a (3)

如图3所示,正电荷向左,负电荷向右拉开双

环,当L=0.1a时,原点处的合场强形成一个“峰”,

称为“主峰”.“主峰”附近的电场并不均匀.

图3 双环电荷轴线上的电场强度(L =0.1a)

继续拉开双环,“主峰”不断长高.如图4所示,

当L=0.70711a时,两个环的“峰”重叠,合场强的

“主峰”达到最高.

图4 双环电荷轴线上的电场强度(L =0.70711a)

继续拉开双环,“主峰”不断降低.如图5所示,
当L=a时,两个环的“峰”错开,“主峰”降低一些.

继续拉开双环,“主峰”将分裂为两个对称的

“次峰”.如图6所示,当L=2a时,“主峰”变成了

“主谷”.“主谷”附近的电场也不太均匀.

图5 双环电荷轴线上的电场强度(L =a)

图6 双环电荷轴线上的电场强度(L =2a)

3 轴线上的临界距离和临界电场

在“主谷”的两侧各有一个对称的拐点.如果减

少双环之间的距离,两个拐点将向中垂线靠拢.当两

个拐点恰好在中垂线重合时,“主谷”消失,两个“次
峰”就合并为一个“平峰”,这个距离是临界距离.

在图1中,左环正电荷在场点轴线点P 处产生

的电场强度为

 E1(z)= kQ(z+L)
[(z+L)2+a2]

3
2

(4)

右环负电荷在轴线上场点P 处产生的电场强度为

 E2(z)= -kQ(z-L)
[(z-L)2+a2]

3
2

(5)

合场强为

E(z)=E1(z)+Ez(z)=
kQ(z+L)

[(z+L)2+a2]
3
2
- kQ(z-L)
[(z-L)2+a2]

3
2

(6)
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L是两环之间的半距离,是决定场强分布规律

的参数.将E(z)对z求导数得  
dE(z)
dz =kQ a2-2(z+L)2

[a2+(z+L)2]
5
2
-

   kQ a2-2(z-L)2

[a2+(z-L)2]
5
2

(7)

二阶导数为

d2E(z)
dz2 =-3kQ(z+L)3a

2-2(z+L)2

[a2+(z+L)2]
7
2
+

 3kQ(z-L)3a
2-2(z-L)2

[a2+(z-L)2]
7
2

(8)

在拐点处有d
2E
dz2 =0,当拐点位于原点时,必有

z=0.由上式可得方程

3a2-2L2C=0
解得

   LC= 6
2a=1.2247a (9)

2LC 是两环之间的临界距离,LC 就是临界半

距.这种双环称为临界双环或亥姆霍兹双环.临界双

环在z=0处的临界场强为

EC= kQLC

(L2C+a2)
3
2
- kQ(-LC)
(L2C+a2)

3
2
=

   45
3
5

kQ
a2 =0.61968E0 (10)

其中,E0=kQ
a2,是点电荷Q 在距离为a 处产生

的电场强度的大小.
临界双环的电场强度如图7所示,在原点附近

电场比较均匀.

图7 临界双环轴线上的电场强度(L =LC)

4 公式的无量纲化和 MATLAB程序

取半径a为长度单位,则无量纲的坐标和距离

为

 x* =x
a  z

* =z
a  L

* =L
a

(11)

取E0=kQ
a2 为电场强度单位,则无量纲的电场

强度为

E* =E
E0

=

z* +L*

[(z* +L*)2+1]
3
2
- z* -L*

[(z* -L*)2+1]
3
2

(12)

其中,L* 是可调节的参数.当L*= 6
2

时,双环

就是临界双环或亥姆霍兹双环.

MATLAB的计算功能和图形功能都很强,根

据公式可设计一个简短的程序,完成各种曲线的计

算和绘制(见附录).

5 结束语

静电学和恒磁学往往有一些相似的问题.既然

亥姆霍兹线圈可以在轴线上产生均匀磁场,也应该

存在“亥姆霍兹双环”在轴线上产生均匀电场.这是

一种十分有趣的联想.利用亥姆霍兹线圈磁场的求

法,即可求得临界双环的电场.
利用 MATLAB能够简单地求出临界距离,还

可以将双环电荷所形成的电场随距离的变化过程用

动画演示出来.
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附录

ring2E1.m
% 等量异号共轴双环电荷轴线上的电场强度

clear,symszLpositive% 清除变量,定义正的符号变量(变量L代表比值L/a)

E1=(z+L)/(1+(z+L)̂2)̂(3/2),E2=-(z-L)/(1+(z-L)̂2)̂(3/2)% 正,负电荷场强

dE2=diff(E1+E2,2),f=subs(dE2,z,0)% 求总电场强度的二阶导数,变量替换成0
Lc=solve(f,L),lc=double(Lc)% 求半长与半径之比的符号解,取数值

f1=inline(E1);f2=inline(E2);% 内联函数

l=[0,0.1,sqrt(2)/2,1,2,lc];fs=16;% 半距离向量,字体大小

zm=4;z=-zm:0.01:zm;% 最大自变量,自变量向量

fori=1:length(l),L=l(i);% 按半距循环,取半距

  e1=f1(l(i),z);e2=f2(l(i),z);% 正负电荷电场强度向量

  m=max(e1+e2);figure% 求最大值,创建图形窗口

  plot(z,e1,'--',z,e2,'-.',z,e1+e2,'LineWidth',2)% 画曲线

  text(-zm,m,['\itL\rm=',num2str(L),'\ita'],'FontSize',fs)% 显示距离

xlabel('\itz/a','FontSize',fs)% 标记横坐标

ylabel('\itE\rm(\itz\rm)/\itE\rm_0','FontSize',fs)% 标记纵坐标

  title('等量异号共轴双环电荷在轴线上的电场强度','FontSize',fs)% 显示标题

  legend('正电荷场强','负电荷场强','合场强'),gridon% 图例,加网格

end% 结束循环

text(0,m,['\itE\rm_C=',num2str(m),'\itE\rm_0'],'FontSize',fs)% 显示临界值
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Abstract:Beingsimularwiththeuniform magneticfieldproducedbyHelmholtzcoils,uniformelectricfield
canbeproducedbytwocoaxialringswithpositiveandnegativecharges.ThissystemiscalledHelmholtzring.The
analyticalformularsofitselectricfieldontheaxisisderived,andthecriticaldistancebetweenthetworingsis
obtainedwheretheelectricfieldisnearlyuniform.Moreover,thechangefeatureofelectricfieldfortheHelmholtz
ringisvisualizedbymeansofMatlab.
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