
最速降线问题的历史与一种巧解

杨亦逸
(上海交通大学科学史与科学文化研究院  上海  200240)

(收稿日期:2021 01 30)

摘 要:对最速降线问题发生的历史进行溯源和探究.从伽利略对该问题进行初步探索开始,简述约翰·伯努

利发起公开挑战的过程和原因,介绍其对此问题的巧妙解答,阐述其推动18世纪分析领域发展的历史意义.
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1 引言

最速降线问题在数学史上是因约翰·伯努利

(JohannBernoulli,1667-1748)向全欧洲的数学家

们发出挑战而闻名于世的.在1696年6月的《教师

学报》(ActaEruditorum)上,他以“新问题 ——— 向

数学家们征解”为题,将问题表述成如下叙述:

“给定垂直面上的两个点A和B,一个质点M受

重力作用,从A 点开始,在最短的时间内到达B 点,

曲线AMB 会是怎样的? ”[1]

他 称 这 条 曲 线 为 “最 速 降 线”(拉 丁 转 写

brachistochrone,源自于希腊语βρàχιστοʂχρòνοʂ),由

希腊语中的“最短”和“时间”两个词合成而来;拉丁

语“brachisto”的含义是最短的,“chronos”的含义

为时间,因此这一问题字面意义应为求“最短时间”

问题.最速降线问题的特殊性在于,它与之前运用微

积分分析求极大值和极小值的问题大异其趣,而是

需要求出一个满足条件的函数(即曲线的方程),这

是微积分出现以来还未涉足的领域.约翰自己也在

公布解法的信中如是说道:

“到现在为止,已经出现了许多处理最大值和最

小值的方法,但似乎与此主题之间没有什么微妙的

联系,以至于无法被他们的洞察力所参透 …… 即使

是那些知名人物,如笛卡尔、费马等,也一定会坦率

地承认,他们的权威方法在这里是不充分的 …… 在

他们的著作中,我们没有发现对这种类型的极大值

和极小值问题的考量,他们并没有将方法普遍化地

运用.”[2]

由此观之,约翰敏锐的数学嗅觉使他敏锐地触

及了这一问题更深层次的意涵:新的问题需要有新

的、普遍的方法来解决,过去的方法已然不适用,那
么对它的研究很可能促成新的数学理论的形成.事
实上,最速降线问题的确引发了其后变分学的发生,

以及更为广泛的泛函分析和数学物理方法研究.

2 问题溯源 伽利略的初步探索

最速降线问题早在1630年就被伽利略在《关于

托勒密和哥白尼两大世界体系的对话》(Dialogosopra
idue massimisystemidel mondo,tolemaicoe
copernicano)中提出,他对此如是描述:“再谈一件奇

事:沿着1
4

圆弧AB 运动的物体,比沿着弧度相同的

弦运动,在时间上要短些,因此一个运动体从A点到

B点的最短时间内最快速的运动,是沿着弧ADB 走

的,而不是沿着弦AB 直线走的,尽管弦AB 是A 点

和B点之间所能画出的最短的线.再者,同一弧上取

任何一点(例如D 点),画两根弦AD 和DB;那么运

动体沿两根弦AD 和DB从A点到B点,比沿着一根

弦AB 走的时间要少些.但是最短的时间将是沿着

弧ADB 降落的时间;而且,从最低限B 向上作的较

短的弧,应当说都一律服从上述的情况.”[3]

而在伽利略1638年的《关于两门新科学的对

话》(Discorsiedimostrazionimatematicheintorno
aduenuovescienze)中,他进一步对此问题的回答

进行了总结:“从前面可以推断,从一个点到另一个

点的最快下降路径不是最短的路径,即一条直线,而
是一个圆弧.…… 因此,内接多边形越接近一个圆

圈,从A 下降到C 所需的时间越短.对于小象限,已
证明的象限也适用,推理是一样的.”[4]
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伽利略的探究思路是这样的:如图1所示,伽利

略根据观察现象(沿1
4

圆弧AB 运动的物体比沿同

弧所对的弦AB 运动的时间少)和他已发现的自由

落体规律(质点速度与下降高度的平方根成正比),

合理地推断,在弧AB上任取一点D,既然AD 和DB
组成的折线比弦AB 在弯曲程度上更趋近于弧AB,
那么质点沿这两根弦的路径运动所需的时间就比弦

AB 少,而多于弧AB.于是伽利略不加验证地将此

情形推广到极限,即“内接多边形越接近一个圆圈”,

据此伽利略认为,最速降线的路径便是圆弧,如图2
所示.

图1 《两种体系》原图

图2 《两门科学》原图

伽利略所作推论的逻辑链条在最后一步产生了

错误,结论流于草率,而且有预设答案的嫌疑.伽利

略是深受古希腊以来的天文学传统影响的,他所支

持的哥白尼学说是建立在天体以圆为完美的运行轨

道的基础上的;而且在知晓了开普勒的工作之后,他
仍然坚持这一点.这就可以解释他偏爱圆或圆弧作

为运动路径的答案,因为任何完美的运动都应当与

圆周运动相关.
此外,疏于实证而停留在思想实验层面,也是导

致伽利略产生错误结论的原因之一.在确认了直线

段和折线段不可能成为用时最少的路径后,伽利略

直接就认为平滑的圆弧曲线就是答案,“显然,他把

自己的比较范围锁定在直边形、圆弧这样一些‘规
则’的图形之中,如果要得到正确的结论,还需要将

比较的对象进行扩大,也就是需要在更大的曲线范

围内考虑问题.从现在的观点看,至少应当把最速降

线问题的解 ——— 旋轮线弧包含在内.”[5]伽利略很

可能并未设计并制造数个斜曲面,以实验方式来比

较物体在其上的运动时间;同时,他也缺乏对除了圆

锥曲线外其他类型曲线的认识.
伽利略无法得出正确解还有数学方法上的因

素.在他的两大著作中,广泛使用的是自几何原本以

来就被确立为传统的几何方法,而几何方法中的穷

竭思想导致的错误判断是很常见的,从阿基米德到

他同时代的开普勒,都有过对穷竭类比方法的错误

应用.最速降线问题的解决正是得益于数学思想方

法的变革:微积分的产生以及解析几何代数分析的

方法,成为了解决这一问题的有力工具.正如约翰·
伯努利后来评价的那样[6]:

“尽管伽利略毫无疑问是他同时代最具洞察力

的人物,然而由于缺乏新的分析工具,才使得这样一

位伟人做出了悬链线是一条抛物线、最速降线是一

段圆弧此类错误猜测.”

3 公开挑战的过程

在发起公开挑战的同时,约翰在同年6月9日

写信给他的老师,同时也是《教师学报》主编的莱布

尼茨,私下告知其这一问题.一周之后的6月16日,

莱布尼茨回信简要地给出了一种解答[7],但他建议

约翰将挑战截止时间由1696年底延至1697年复活

节,使得欧洲其他地区的一些数学家,特别是法国和

意大利的数学家,能拥有充足的时间准备和参与这

次挑战.在没有收到任何回信解答后,约翰·伯努利

于1697年元旦发表了有关此问题的又一次公告.公
告中他听从莱布尼茨的建议,将原来所设的挑战终

止期限推迟至当年复活节.
这一次,在规定的时间内,共有4位数学家给出

了解答:牛顿、雅各布·伯努利(JakobBernouli,

1654-1705)、莱布尼茨和洛必达(Guillaumede
l′Hôpital,1661-1704),解答方案发表在了当年5
月的《教师学报》上[8].值得一提的是牛顿早在1697
年1月29日花费一个晚上就得出了解答,牛顿的心

态可以从他的话中窥得一二:“我不愿意在有关数学
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的事情上被外国人纠缠和嘲弄 ……”.牛顿的解答

匿名 发 表 在 了 当 月 的《哲 学 汇 刊》(Philosophical
Transactionsofthe RoyalSocietyofLondon)

上[9],而据说约翰在见到这种解法后,惊呼“从这锋

利的爪中,我认出了雄狮”.
像这样广而告之的大型挑战,其实质固然是数

学本身的进步导致的,因为没有这些新问题、新方法

和新思想,即使数学家们再如何争强好胜,也不能无

事而生非.因此,最速降线问题的新颖性、重要性和

奇特性是引发此次挑战的重要内在诱导因素[5].对
新发现秘而不宣却采取公开挑战的形式,则是由于

公开挑战的文化传统、英国与欧陆的分离主义情绪、

以及几位主要参与者的性格特点等几点外因所致.
公开挑战的传统早已有之.16世纪在意大利发

生的塔塔利亚(Tartaglia,1499-1557)与菲奥尔关

于一 元 三 次 方 程 的 竞 赛,以 及 其 后 卡 尔 达 诺

(GirolamoCardano,1501-1576)弟 子 费 拉 里

(FerrariLodovic,1522 - 1565)和 塔 塔 利 亚

(NiccoloTartagliaofBrescia,1499-1557)关于解

一元三次、四次方程的公开比赛是代数发展史上浓

墨重彩的一笔,塔塔利亚更是饱尝了胜利带来的喜

悦和荣耀以及失败结下的苦果.对自己的成果秘而

不宣,既是限制于当时并不便利的传播条件,也根源

于没有成熟完整的学术评价体系和社会建制;公开

挑战则是在此情形下为保障发现的优先权和获取学

术资本与声誉的应对之策.
最速降线的挑战适逢英国光荣革命之后,英国

的代议制政体确立,与此同时英国人也扭转了英荷

战争失败所带来的海上贸易局面.政治和经济上的

变化促使着英国人心态的转变,上文所引牛顿的话

可见一斑.这种分离主义的情绪可以从其后的微积

分发明权之争中窥见一斑:1699年法蒂(Nicolas
FatiodeDullier,1664-1753)发表了宣称牛顿在

微积分的发现中处于优先地位、并且很大程度上暗

示莱布尼茨从他那里窃取了一些想法的文章[10],由
此开启了英国与欧陆学者旷日持久的争论,直到

1716年莱布尼茨去世才稍为平息.因此,国家层面

的实力对比变化也有部分影响.
约翰·伯努利个人的好胜心则是发起此次挑战

的直接原因.雅各布是约翰的长兄,也极富数学上的

才华,两人在学术上多有争论,不止在最速降线问题

上,还在悬链线挑战以及教职等多方面有矛盾;两人

既是兄弟,又是对手.而约翰发起挑战的目标还不止

于此,他的老师莱布尼茨,以及当时已任皇家铸币局

总监的牛顿,都被他视作了潜在的挑战对象.约翰在

他的挑战书中这样写道:
“只有极少数人能够解决我们的绝妙问题,是

啊,即使是那些自称能解决我们极好的问题的数学

家也少之又少 …… 他们利用黄金法则巧妙地扩展

了数学的范围,这些黄金法则(他们认为的)谁也不

知道,但实际上早已由别人发表过了.”[11]

然而牛顿也不示弱,在造币局公务繁忙之余仍

轻松应对了挑战.总之,约翰和牛顿的好胜心其目的

都是求真的,是对数学问题本身的关注.
约翰·伯努利如此踊跃发起挑战的原因,还有

一部分来源于他本人对于其解法的自信;他的解法

巧妙地运用了斯涅尔折射定律和费马原理,将质点

的运动与光在非均匀介质中的连续折射进行了类

比,找到了最速降线问题的一种巧妙解答.

4 约翰·伯努利的巧妙解答

约翰的解法借用了利用了光学的定律进行类

比[12],来解决这个由重力引发的力学问题.这种思

想 至 少 可 以 追 溯 至 阿 基 米 德, 他 在 《方

法》(’'Εφοδοζ)一书中利用力学的杠杆原理,求解出

抛物弓形的面积是同底等高的三角形的4
3

这一个

几何命题[13].约翰将理想的质点顺着最速降线滑下

的过程想象成是光在不同折射率的均匀介质(如同

许多层叠起来的不同折射率的玻璃)中连续地传

播;而根据斯涅尔定律,这相当于光以不同的速度渐

渐通过这些玻璃,形成了一条曲折的轨迹,再将这些

玻璃的层数推向无限,再根据费马原理可知得到的

平滑曲线即为最速降线.
当光以斯涅尔定律进行折射时,有

   sinθ1v1 =sinθ2v2 =constant (1)

即曲线上每一点(除了起点外)的切线和垂直直线

夹角(即入射角)的正弦值与光在该点处的速度成

正比.
如图3所示,A 为光运行的起点,FAG 为水平

线,AD 为竖直线,FGD 侧为折射率不同的介质,如
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HM 线上的介质密度处处相同,以AC 为x,AG 为

y,则在微分三角形Mmn 中,有

sinθr=nm
Mm =dydz

(2)

图3 约翰的证明示意图

由式(1),不妨设sinθi=vi
a
,则有

dy
dz=v

a
(3)

其中a为比例因子,v为待求曲线上一点的速

度.而弧微分dz2=dx2+dy2,则

dy2=v2
a2dz

2=v2
a2
(dx2+dy2)=

v2
a2dx

2+v2
a2dy

2

整理可得

dy2= v2
a2-v2dx

2

于是有

dy
dx= v

a2-v2
(4)

再根据伽利略时代起就已知的质点下落的速度

与高度的平方根成正比的规律,则图3左侧曲线

AHE 为抛物线,CH 即为此时的速度v,此时可设

v= ax
将此代入式(4),则有

dy= x
a-xdx

(5)

而式(5)正是摆线(cycloid,又叫旋轮线)的微

分方程,表示直径为a的圆产生的倒摆线,即如图4
所示的下凸曲线.

图4 最速降线示意图

约翰在得到答案后表示了由衷的惊奇和赞叹,

因为最速降线正是当时数学家们所熟知的摆线,也
正是伽利略为它命名的:

“在作总结之前,我不能不再次表示我对惠更斯

(ChristiaanHuyghens,1629-1695)的等时曲线

(tautocbrone)和我们的最速降线碰巧相同所感到

的惊奇.此外,我认为值得注意的是,这种同一性只

能在伽利略的假设中找到,因此从这个假设中,我们

也可以推测,大自然希望它是如此的.因为大自然总

是习惯于以最简单的方式运作,所以在此她通过同

一条曲线完成两种不同的任务.”[2]

约翰在他自己巧妙的解答中读出了大自然的经

济本性:大自然总是会做效率最高的事情.费马原理

中已经含有了这种自然是最经济化的思想.这一思

想使得约翰不再像通常使用微积分求极大值极小值

那样很局部地考察粒子在每个点上的情况,而是考

虑所有可能的路径并且找到大自然选择的最好的那

一条.而且抛开这些自然神论的宗教观点不谈,只将

最小光程的光传播现象当做一个经验事实也足以使

人接受.约翰的这种解法虽然没有直接运用变分法

的思想,但最小时间的思想在其解法中起了基础性

的作用,具有极为重要的先导意义;约翰的这项工作

也在很大程度上引发了欧拉、拉普拉斯关于力学中

最小作用原理的研究,进而为变分法的创立和发展

提供了强有力的动力[5].

附言

最速降线问题完备的解答需要用到变分学的知

识,当时以及后来的数学物理学家都给出了许多各

具特色的解法,促进了18世纪数学和物理的发展.
摆线(即最速降线)在工业中的应用十分广泛,

那么在生活中呢? 譬如图5所示的滑板场,如果设

计成摆线形状,就可以成为下滑最快的坡道.但是很

遗憾,设计者们虽然知道这一点,但从不设计成最速

降线.

图5 滑板场
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TheHistoryofBrachistochrone
IssueandanIngeniousSolution

YangYiyi
(SchoolofHistoryandCultureofScience,ShanghaiJiaotongUniversity,Shanghai 200240)

Abstract:Tracingandexploringthehistoryofthebrachistochroneproblem.BeginwithGalileo′sinitial

explorationofthisquestion,brieflynarratetheprocessandreasonsofJohannBernoulli′sopenchallenge,introduce

hisingenioussolutiontothisquestion,thenexpoundthehistoricalsignificanceofhispromotionofthedevelopment

inthefieldofanalysisinthe18thcentury.
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