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摘 要:在电介质流体下引入了电势能密度的概念并推广了伯努利方程,并利用此方程解决电介质流体极化

问题.
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  伯努利方程在力学中有广泛的运用.由于其

形式

p+ρgh+12ρv
2=C

式中不含电学量,故其在电学中应用甚少.在电介质

流体的相关问题中,可将伯努利方程作适当推广,以

拓宽其应用范围.

1 电势能密度的导出

如图1所示,一个电偶极子在非均匀场中的

受力

F=qΔE=q∂E∂l
·l=p·∂E∂l

(1)

其中p=ql为电偶极矩.

图1 电偶极子在非均匀场中的受力

我们考虑体积为dV的分子团,单位体积内带有

n个电偶极子,现沿x 方向由A 到B,电场力做功

dWAB =∫
B

A
F合dx=∫

B

A
p·∂E∂xndVdx

(2)

由极化强度矢量

P=∑pi

ΔV =np (3)

将式(3)代入式(2),有

dWAB =dV∫
B

A
P·∂E∂xdx=

dV∫
B

A
Px
∂E
∂xdx=dV∫

EB

EA
χeε0ExdEx

则有

dWAB

dV =12
χeε0E2

x
EB

EA
=

1
2
χeε0E2

B -12
χeε0E2

A =

1
2PBEB -12PAEA =

-12PAEæ

è
ç

ö

ø
÷A - -12PBEæ

è
ç

ö

ø
÷B =

εpA -εpB (4)

则

εp=-12PE
(5)

即为电介质在电场中的电势能密度.

2 伯努利方程在电介质流体中的推广

对于体积为ΔV 的流体,根据伯努利方程,有

pΔV+ρΔVgh+12ρΔVv
2=C (6)

此表达式即为功能关系.pΔV 为功,ρΔVgh 为

重力势能,1
2ρΔVv

2 为动能.同除以体积,我们也可

以理解为ρgh 为重力势能密度,1
2ρv

2 为动能密度.

在电介质流体中,-12PE
的意义与ρgh 相对应,表

示电势能密度.它们都具有压强的性质.
基于此,则在电介质流体定常流动的情况下,对
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原有的伯努利方程进行推广,即

p+ρgh+12ρv
2-12PE=C (7)

当然,若流体为其他性质的流体如磁介质等,方

程还可做进一步相应的推广.

3 电介质流体的平衡问题

如图2所示,水平放置的平行板电容器,一块极

板在液面上方,另一块极板浸没在液面下,液体的相

对介电常数为εr,密度为ρ,传给电容器上下极板电

荷面密度分别为σ,-σ后,电容器中的液面可能升

高多少? [1]

图2 带有电介质流体的平行板电容器

3.1 能量极值求解法

如图3所示,设极板面积为S,平衡后,新液面高

出原液面的距离为h.

图3 分析图

在空气中

E0=σ
ε0

(8)

在介质中,总场强

E=E0

εr = σ
εrε0

(9)

由于电场的不均匀性,电场能量分为两部分,一

是介质部分电场能量Ep1

Ep1=12εE
2V1=12ε0εr

σ
ε0ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

2

Sh=

σ2Sh
2ε0εr

(10)

二是真空部分电场能量Ep2

Ep2=12ε0E
2
0V2=12ε0

σ
ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

2

Sd-( )h =

σ2Sd-( )h
2ε0

(11)

另外,介质液体还具有重力势能Ep3

Ep3=ρShg
h
2=ρSh2g

2
(12)

则总能量

Ep=Ep1+Ep2+Ep3=

σ2Sh
2ε0εr+

σ2Sd-( )h
2ε0 +ρSh2g

2
由于平衡位置能量取极值,则有

dEp

dh =0

化简得到

h=εr-1
2εrε0ρg

σ2 (13)

3.2 运用电势能密度的压强性质求解法

为解决本题,我们构造一系列过程,如图4
所示.

体积为ΔV(ΔV→0)的分子团,处在A,B,C这

3处时具有不同的电势能密度,即对应不同的压强.

图4 构造过程

第一个 过 程,将 分 子 团 从 电 容 外 一 点 位 置

A(PA=0)移动到电容内等高的位置B,发生一段虚

位移.

εpA =-12PAEA =0

εpB =-12PBEB <0

由于B 点的电势能小于A 点,则分子团有从A
向B 侧向进入的趋势.产生的压强差即为

ΔpAB =-12PAEA - -12PBEæ

è
ç

ö

ø
÷B =

1
2PBEB =12εr-( )1ε0EBEB =

1
2εr-( )1ε0 σ

ε0ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

2

=εr-1
2ε0ε2r

σ2

(14)
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第二个过程,从位置B 移动到几乎等高的介质

表层位置C 时

εpB =-12PBEB  εpC =-12PCEC

产生的压强差即为

ΔpBC =-12PBEB - -12PCEæ

è
ç

ö

ø
÷C (15)

这里应该注意的是PC 和EC 的取值.此时分子

团处在E0 的外场中受力,所以

EC =E0

我们考虑分子团整体的极化强度矢量.由于P=

χeε0E0 的介质只在顶端一小块,可以忽略,大部分

介质被E 极化,故极化的主要的因素是E 而非E0,

即取

PC =χeε0E (16)

故由于C点的电势能小于B 点,则分子团有从

B 向C 纵向上拱的趋势.代入后,即可得到

ΔpBC =12PCEC -12PBEB =

1
2
χeε0EE0-12

χeε0EE=

1
2εr-( )1ε0σ

ε0
σ

ε0εr-
1
2εr-( )1ε0 σ

ε0ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

2

=

εr-( )1 2

2ε0ε2r
σ2

(17)

ΔpAC =ΔpAB +ΔpBC =

εr-1
2ε0ε2r

σ2+ εr-( )1 2

2ε0ε2r
σ2=

εr-1
2ε0εr

σ2=12PCEC

(18)

根据受力平衡,有

h=ΔpAC

ρg
=εr-1
2ε0εrρg

σ2 (19)

3.3 关注始末状态运用伯努利方程求解法

我们也可以直接用伯努利方程解决问题.构造

一个从A 到平衡后最高点D 的过程.满足

pA +ρghA +12ρv
2
A -12PAEA =

pD +ρghD +12ρv
2
D -12PDED

(20)

这里p的意义为由于水和大气压强所引起的总

压强.由于A 点贴近液体表面,则有

pA ≈pD =p0
又由于vA =vD =0,PC =PD,EC =ED,代入方

程有

ρghD -h( )A =12PDED =12PCEC (21)

又h=hD -hA,则

h=

1
2PCEC

ρg
=εr-1
2ε0εrρg

σ2 (22)

4 结束语

运用电势能密度与推广后的伯努利方程解决电

介质流体的平衡问题,为我们处理电介质问题提供

了新的思路,为进一步推广伯努利方程提供了可行

的范式.
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