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摘 要:两个刚体的摩擦碰撞,存在所谓Kane难题,即有时算出的系统动能损失为负.文章指出,这是由于问题

给出的运动学条件、几何条件、动摩擦因数和恢复系数,往往不足以确定刚体在碰撞过程各阶段的受力或各力关系,

甚至库仑摩擦定律不再适用.鉴于此,引入了“切向恢复系数k”概念,即二碰撞点的最终切向相对速度与初始切向

相对速度之比,导出了针对两个做平面平行运动的刚球在碰撞过程中的动能损失计算式,据此及能量守恒定律给出

了k值的范围及物理意义,避免了动能损失小于零的结果.
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1 引言

如图1所示,质量为m1,半径为r1 的均质刚性

球壳绕其直径的转动惯量为J1,与刚性水平面进行

斜碰.碰撞之初,球壳的质心速度为V01,与竖直的

Oy轴负向的夹角为α,角速度ω01沿逆时针方向.球

壳与水平面之间的碰撞恢复系数为e.再设上述各

量能够保证:球壳碰撞点的水平初速度为v0x >0,

球壳在整个碰撞过程中受到方向不变的动摩擦力且

该力满足库仑摩擦定律,动摩擦因数为fd.由平面

运动刚体动力学方程及恢复系数定义有

图1 刚性球壳与刚性平面之间的碰撞

-fdIN=m1V1x -m1V01sinα (1
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  D.落地点在抛出点西侧

基于题目的已知条件,可以分析出 D为正确

选项.
目前高考题越来越灵活、新颖,背景知识也越来

越广阔.对于很多平时善于思考、勇于拓展和学习相

关课外知识、努力提升综合能力的学生,在高考中面

对以课本上没有出现过的知识为背景的试题时,无

论见过与否,有了平时的历练和素养,会更快、更容

易地做出结果.

6 结束语

在北半球,河流右岸的冲刷甚于左岸,右岸相对

陡峭;火车铁轨的右轨所受到的压力大于左轨,因而

磨损相对严重[2];夏秋之际,在我国东南沿海经常出

现的台风,是逆时针流动的气旋.南半球的情况刚好

相反.这些现象与落体偏东现象,背后都是科里奥利

力在起作用.
在中学阶段,了解科里奥利力的意义不仅仅是

为了掌握多少知识,更重要的是拓展学生科学视野,

激发学习兴趣,培养勇于探索的科学精神.
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IN=m1V1y -m1(-V01cosα) (2)

-r1fdIN=J1ω1-J1ω01 (3)

e=- V1y -0
-V01cosα-0

(4)

其中IN 是球壳在整个碰撞过程中受到的支持

力的冲量,V1 和ω1 分别是球壳在碰撞过程末的质

心速度和角速度,各矢量方向如图1所示.联立以上

4式,可得到

V1x =V01[sinα-fd(1+e)cosα] (5)

ω1=V01

r1
a-32fd

(1+e)cosé

ë
êê

ù

û
úúα (6)

其中

a=ω01r1
V01

系统在碰撞过程中的动能损失为

ΔEk=12m1 V2
01x +(-V01cosα)2{ -

[V2
1x +e2(V01cosα)2 }]+

1
2J1

(ω2
01-ω2

1)=

(1-e2)12m1(-V01cosα)2+

1
2m1(V2

01x -V2
1x)+12J1

(ω2
01-ω2

1) (7)

将式(5),式(6)代入式(7),得到

ΔEk=12m1V2
01{-[sinα-fd(1+e)cosα]2-

e2+32f
2
d(1+e)é

ë
êê

ù

û
úú

2 cos2α+

1+2afd(1+e)cosα} (8)

取具体数值α=30°,e=0.7,fd=0.4,a=0.30.
将这些数值代入式(8),算得ΔEk <0,这显然不符

合能量守恒定律.出现此类结果的问题称为 Kane
难题[1].

上述问题中的运动初始条件是合理的,解答过

程中所用其他定理和公式也是合适的,故 Kane难

题产生的原因,只能是用库仑摩擦定律If=fdIN 将

法向冲量大小IN 和动摩擦力冲量大小If 联系起来

这一点,进一步讲,仅由上述运动学条件(V01,α,

ω01)、几何条件(r1)、动摩擦系数fd 和恢复系数e这

6个量无法确定球壳碰撞过程各阶段的受力或各力

之间关系,当然也无法保证球壳在碰撞过程中始终

受的是满足库仑摩擦定律Fτ=fdFN的动摩擦力.实

际上,在碰撞过程各阶段,球壳与水平面之间的接触

力比较复杂.比如两个弹性球体的碰撞,且接触面是

一个圆面,如图2所示.

图2 两个弹性球之间的存在切向力时的接触面

则碰撞过程中某些阶段还可能出现这种情况:

两球之间的总法向力大小根据赫兹分布[2]应为

FN=23p0πa
2 (9)

而接触面之间的总切向力可用公式[2]

Fτ =-2π3afdp0(a3-c3) (10)

计算.以上二式中的a为接触面半径,c为黏着区(该

区域内,两球之间因分子间范德瓦耳斯力而相互吸

引)半径,c<a,如图2所示;p0 是接触面中心处的

压强.但是,利用以上二式和V01,α,ω01,r1,fd,e这6

个量,我们仍然无法通过有关动力学规律导出只含

这6个量的动能损失ΔEk 的表达式.因为,仅由这6

个量无法算出p0 和碰撞各阶段的a和c,也就无法

通过以上二式算出碰撞各阶段的FN 和Fτ.

鉴于此,笔者建议,仿照针对二碰撞点沿二刚体

公法线的运动我们定义了可通过实验测定的恢复系

数e,现在也可以定义一个绝对值小于等于1的并且

也可以通过实验测定的“切向恢复系数k”,即二碰

撞点的切向相对末速度与切向相对初速度之比.诚

然,由式(10)和式(1)、(3)可知,式(7)中必然有

V1x ≤V01x

ω1 ≤ω01

即ΔEk 一定大于等于零.而由以上二式得到

V1x +r1ω1 ≤V01x +r1ω01

即圆球碰撞点的初、末速度满足
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k=v1x
v01x

≤1

为不失一般性,以下我们导出两个作平面运动的刚

性球碰撞过程中的、含参量k的动能损失计算式,继

而找出关于k值的满足能量守恒定律的范围.

2 动能定理的一种形式

设质点系中第i个质点的质量为mi,其在dt时

间内的初、末速度分别为v0i 和vi,合力(包括系统的

内力和外力)的冲量为Ii合,则由质点动量定理,有

mi(vi-v0i)=Ii合

先用vi 标乘上式,再用v0i 标乘上式,然后将两个结

果相加,得到

miv2i -miv20i=Ii合·(vi+v0i) (11)

将质点系中所有质点的相似方程相加,得到系统的

动能损失为

ΔEk=-12∑
N

i=1
Ii·(vi+v0i) (12)

上式中Ii 已不再含有mi 所受系统的内力.

现在将式(12)运用于两个始终做平面运动的

刚体的碰撞,且设只有一对碰撞点,如图3所示.

图3 二弹体的碰撞,单位矢量n和τ 沿公法线和公切面

注意:同一刚体上所有内力做功之和为零,故式

(12)右端这时只针对两个碰撞点.设碰撞初,二刚

体角速度分别为ω01 和ω02,二碰撞点速度分别为

v01,v02;碰撞末,二刚体的角速度分别为ω1和ω2,二

碰撞点速度分别为v1 和v2;碰撞中二碰撞点受到的

法向冲量分别为I1n和-I1n,切向冲量分别为I′1τ

和-I′1τ,其中n和τ分别为法向单位矢量和切向单

位矢量.则由式(12)得到

2ΔEk=-(I1n+I′1τ)·(v1+v01)+
(I1n+I′1τ)·(v2+v02)=

-I1[(v1-v2)·n+(v01-v02)·n]-

I′1[(v1-v2)·τ+(v01-v02)·τ]

(13)

3 两个均质刚球在碰撞过程中的动能损失

研究两个均质刚球的摩擦碰撞,如图3所示.定

义法向恢复系数、切向恢复系数分别为

e=-v1n-v2n
v01n-v02n

  k=v1τ-v2τ
v01τ-v02τ

(14)

代入式(13),消去其中的末速度,得到

2ΔEk=-I1(1-e)(v01n-v02n)-

I′1(1+k)(v01τ-v02τ) (15)

先求I1.设在碰撞过程中,球1质心的初、末速

度分别为V01和V1,球2质心的初、末速度分别为V02

和V2,系统的折合质量为μ,则由两体运动动量定

理,在n方向上有

I1=μ(v1n-v2n)-μ(v01n-v02n)

再用式(14)第一式将其改写为

I1=-μ(1+e)(v01n-v02n) (16)

再求I′1.由质心系中的角动量定理,对二刚球分

别有

ω1-ω01=r1I′1
J1

ω2-ω02=-r2I′1
J2

其中J1,J2 分别是两个圆球对各自直径的转动惯

量.以上二式分别乘以r1,r2,变为

ω1r1-ω01r1=r21I′1
J1

ω2r2-ω02r2=-r22I′1
J2

(17)

由质心运动定理,二刚球在τ方向上分别有

V1τ-V01τ=I′1
m1

V2τ-V02τ=-I′1
m2

(18)

将式(17)第一式与式(18)第一式相加,将式
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(14)第二式与式(18)第二式相加,且考虑

V1τ+ω1r1=v1τ

V01τ+ω01r1=v01τ

V2τ+ω2r2=v2τ
和 V02τ+ω02r2=v02τ
分别得到

v1τ-v01τ= 1
m1

+r21
J

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
I′1

v2τ-v02τ=- 1
m2

+r22
J

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
I′1

两式相减,并且利用式(14)第二式,且令

c= 1
r21
J1+r22

J2+1
μ

(19)

得到

I′1=c(k-1)(v01τ-v02τ) (20)

将式(16)、(20)代入式(15),得到

ΔEk=12μ
(1-e2)(v01n-v02n)2+

1
2c
(1-k2)(v01τ-v02τ)2 (21)

4 k值的范围及物理意义

由式(21)可知:因为0≤e≤1,所以,要恒有

ΔEk≥0,则k值必须满足

-1≤k≤1 (22)

式(22)是式(21)成立的必要条件,即式(22)是

能量守恒对k值的限制结果.我们以二刚体沿n方

向做对心的完全弹性(e=1)碰撞的情形为例,来考

查式(22)的物理意义.当k=1时,由式(14)第二式,

这表示碰撞过程中二碰撞点在τ方向上的相对速度

不变,即二圆球在碰撞中不受切向力,当然有ΔEk=

0.当k=0时,二碰撞点在τ方向上的末相对速度为

零,这类似于n方向上的完全非弹性碰撞,这时ΔEk

最大.当k=-1时,表示二碰撞点在τ方向上的末相

对速度与初相对速度等大而反向,这说明二圆球之

间的切向力保证了二碰撞点在τ 方向上无相对运

动,且该方向上的碰撞过程类似于n方向上的完全

弹性碰撞,故

ΔEk=0
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ASolutionSchemetoKaneDifficultQuestion

ZhangJiuzhu
(LongmenSchoolofJinchangCity,Jinchang,Gansu 737100)

Abstract:Forthecollisionoftworigidbodieswithfrictionbetweenthem,thereisthesocalledKaneproblem,

i.e.,sometimesthekineticenergylossofthesystemcalculatedisnegative.Thispaperpointsoutthatitis

becausethekinematicconditions,geometricconditions,dynamicfrictioncoefficientandrestitutioncoefficient

givenintheproblemareoftennotenoughtodeterminetheforceortherelationshipbetweentheforcesineach

stageofthecollisionprocess,andevenCoulomb'slawoffrictionsometimesdoesn'tapplyatall.Inviewofthis,

thispaperintroducestheconceptof"tangentialcoefficientofrestitutionk",whichistheratioofthefinaltangential

relativevelocitytotheinitialtangentialrelativevelocityofthetwocollisionpoints,andderivestheformulaofthe

kineticenergylossinthecollisionprocessfortwospheresmovinginparallel.Basedonthisandtheenergy

conservationlaw,thevaluerangeofkisgiventoavoidtheresultwherethekineticenergylossislessthanzero.

Keywords:Kaneproblem;collision;kineticenergyloss;tangentialrecoverycoefficient
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