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摘 要:根据质点的运动方程建立行波的波动方程,用曲面说明波动方程,用质点振动的旋转矢量法说明行波

的传播过程.用曲线说明左右行波和驻波的运动过程,用曲面表示驻波的动能、势能和机械能的分布规律.用曲线表

示各时刻的能流密度,说明了能流密度的方向与机械能之间的关系.
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  旋转矢量法可以直观地描述简谐振动,但是并

没有文献用于描述简谐波.驻波是两列振幅相等、频

率相同、传播方向相反的简谐波叠加的结果.有文献

用旋转矢量法研究驻波的特征[1~4],虽然说明了一

些问题,但是用旋转矢量法研究驻波较为困难,绘制

的图像也不够具体形象.
有文献研究了驻波的能量[5~12],推导了能量密

度公式和能流密度公式,但是没有用图像说明问题.
还有文献用 MATLAB研究驻波的能量[13],方法很

好,若充分发挥 MATLAB的可视化功能,则可进一

步改进.
本文从简谐振动公式推导了简谐波的公式,用

曲面说明简谐波的分布规律.用振动的旋转矢量法

的动画说明了简谐波的传播过程,用动画的截图说

明了驻波的形成过程,用曲面表示了能量和能流密

度的分布规律,用动画的截图说明了能流的方向与

能量分布之间的关系.

1 简谐振动和简谐波的旋转矢量法

1.1 波形曲面和曲线

如图1所示,设一个质点在原点做简谐振动,振
幅为A,角速度为ω,初相为φ0.旋转矢量A 顺时针

旋转,ω 的方向垂直纸面向里.

图1 简谐振动的旋转矢量图

经过时间t,相位φ=ωt+φ0,位移为

   x=Acosφ=Acos(ωt+φ0) (1)
这是质点的运动方程,其周期为

      T=2πω
(2)
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设波沿着Or方向传播,波速为u,则波长为

     λ=uT=2πuω
(3)

当波从原点传到r处时,经过的时间t0=r
u
,r处的

位移为

   x=Acos[ω(t-t0)+φ0]=

    Acosωt-ræ
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这是右行波的波动方程,是t和r的二元函数,ω和u
是参数,φ0是固定的参数.可见:质点的位置r越远,

位相就落后得越多.波数为k=2πλ
,波动方程用圆频

率和波数表示最为简单

   x(t,r)=Acos(ωt-kr+φ0) (5)

用周期和波长可以表示为

  x(t,r)=Acos2π t
T -ræ
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ù
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úú0 (6)

此式便于画图.
取周期T 为时间t的单位,取波长λ为坐标单

位,取振幅A 为位移单位,则无量纲的波动方程为

   x*(t*,r*)=x(t,r)
A =

   cos[2π(t* -r*)+φ0] (7)

利用 MATLAB的surf指令可画曲面,利用

plot3指令可画三维曲线[14].
如图2所示,取φ0=0,右行波的位移是波浪形

的曲面.当r=0时,可得原点处质点的运动方程曲

线,如实线所示;当t=0时,可得所有质点在初始时

刻的波形曲线,如虚线所示.当r=2.5λ时,可得该

处质点的运动方程曲线;当t=1.5T时,可得所有质

点在该时刻的波形曲线.当r=2.5λ,t=1.5T时,质
点的位移x=1A.

图2 波动方程曲面

1.2 波的传播的旋转矢量动画

利用 MATLAB的计算和图形功能,我们设计

了一个程序,可演示旋转矢量法与右行波传播的动

画,见附录[14].

执行程序,初始时刻的旋转矢量和波形曲线如

图3所示,每一点的旋转矢量都在不同的tOx 平行

平面上,处于竖直或水平位置.

图3 初始时刻的各点的旋转矢量和波形曲线

按任意键(例如空格键或回车键),旋转矢量和

波形曲线如图4所示.所有矢量都旋转了一个角度,

每一条矢量线与两条虚线组成一个直角三角形,矢

量线在 Ox 轴上的投影就表示质点的位移,行波同

时向右传播了一定的距离.波的传播方向与ω 的方

向相反.不断按任意键,各点的直角三角形随着矢量

的旋转而改变,行波不断向右传播.当矢量旋转一周

后,再按任意键,矢量就持续旋转,行波持续右行,直

到按ESC键为止.

图4 某时刻各点的旋转矢量和波形曲线
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  修改程序也可以用旋转矢量法演示左行波的

动画,读者不妨一试.

2 驻波的特点

2.1 驻波的位移

两列振幅相等、频率相同、传播方向相反的波的

方程为(取初相φ0=0)

    x1(t,r)=Acos(ωt-kr) (8)

    x2(t,r)=Acos(ωt+kr) (9)

其中,x1(t,r)是右行波,x2(t,r)是左行波.行波的

特点是包含因子(ωt±kr).两波叠加的结果为

 x(t,r)=x1(t,r)+x2(t,r)=

    2Acoskrcosωt (10)

由于公式中并不包括因子(ωt±kr),这种波既不右行,

也不左行,称为驻波.公式中的|2Acoskr|是振幅,由

坐标决定.当kr=π2+nπ(n=0,±1,±2,…)时

r=
(1+2n)λ
4

振幅为零,此处称为波节.除了波节之外,其他各点

做简谐振动.当kr=nπ(n=0,±1,±2,…)时

r=nλ
2

振幅最大,即2A,此处称为波腹.其他点的振幅介于

零到2A 之间.
取周期T 为时间t的单位,取波长λ为坐标单

位,取振幅A 为位移单位,则无量纲的行波方程为

x*
1 (t*,r*)=x1(t,r)

A =cos2π(t* -r*)(11)

x*
2 (t*,r*)=x2(t,r)

A =cos2π(t* +r*)(12)

利用 MATLAB的动画功能,可演示左右行波

传播的动画以及驻波形状变化的动画[14].

取时间t=nT
8
(n=0,1,…,8),右行波(虚线),

左行波(点虚线)和驻波(实线)的截图如图5所示,

各种教材对驻波的形状都有详细的说明,这里不多

述.在右行波和左行波传播的过程中,驻波的波节始

终不动,波腹的运动幅度最大;相邻波节之间各质点

是同相的;波节两边的各质点是反相的.

图5 右行波,左行波和驻波的截图

2.2 驻波的能量和能量密度

设媒质是弹性均匀媒质,其质量体密度为ρ,在

位置r处取一个体积元ΔV,其质量Δm=ρΔV.质元

的速度为

  v=∂x∂t=-2Aωcoskrsinωt (13)

质元的动能为

ΔEk=12Δmv
2=2ρA2ω2ΔVcos2krsin2ωt (14)

纵波的杨氏弹性模量Y=ρu2,由于u=λ
T =ω

k
,所以

质元的势能为

   ΔEp=12YΔV
∂x
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

r
2

=

   2ρA2ω2ΔVsin2krcos2ωt (15)

对横波则要将杨氏模量Y 改为切变模量G,结果完

全相同.质元的机械能为

    ΔE=ΔEk+ΔEp=

2ρA2ω2ΔV(cos2krsin2ωt+sin2krcos2ωt)

利用半角公式可得

ΔE=ρA2ω2ΔV(1-cos2krcos2ωt) (16)

质元的动能、势量和机械能都是关于坐标和时间的

二元函数,任何一个质元的能量都随时间做周期性

的变化,其圆频率是驻波圆频率的2倍.由于能量公

式中并不包括因子(ωt±kr),所以能量并不随波传播.
在一个周期内,质元动能的平均值为
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ΔEk=1T∫
T

0
ΔEkdt=ρA2ω2ΔVsin2kr (17)

质元势能的平均值为

ΔEp=1T∫
T

0
ΔEpdt=ρA2ω2ΔVcos2kr (18)

机械能的平均值为

  ΔE=ΔEk+ΔEp=ρA2ω2ΔV (19)

可见,一个质元的动能和势能的平均值与坐标有关,

平均动能大的质元,其平均势能一定小,但是机械能

是常数.
在波节处,coskr=0,sinkr=±1,质元的动能

为ΔEk=0,势能为

   ΔEp=2ρA2ω2ΔVcos2ωt (20)

这是因为在波节处的质元静止而相对形变会随着时

间发生改变.
在波腹处,sinkr=0,coskr=±1,质元的势能

为ΔEp=0,动能为

   ΔEk=2ρA2ω2ΔVsin2ωt (21)

这是因为在波腹处的质元不发生相对形变而速度随

着时间发生改变.
单位体积内的能量称为能量密度,动能、势能和

机械能的能量密度分别用wk,wp 和w 表示.机械能

的能量密度为

w=ΔEΔV=ρA2ω2(1-cos2krcos2ωt) (22)

能量密度也是关于坐标和时间的二元函数.在垂直

于Or方向取一个截面S,在r处取一个体积元dV=

Sdr,在波节与波腹之间的机械能为

  W =∫
λ
4

0
wdV=λ

4ρA
2ω2S (23)

可见,波节与波腹之间的机械能是恒定的,不随时间

改变.
取周期T为时间单位,取波长λ为坐标单位,取

最大能量ΔEm=2ρA2ω2ΔV 为能量单位,就能将动

能和势能无量纲化,两者之和就是无量纲的机械能,

简称能量.
取最大能量密度wm=2ρA2ω2 作为能量密度的

单位,则无量纲的能量密度就等于无量纲的能量.
(1)驻波质元的动能和动能密度如图6所示,质

元的动能随着时间的改变而改变.在波节上r=(1+

2n)λ4
(n=0,1,2,…),动能为零;当t=nT2

(n=0,1,

2,…)时,动能也为零.在波腹上r=nλ
2
(n=0,1,2,

…),且当t=T
4+nT

2
(n=0,1,2,…)时,动能最大.

图6 驻波的动能和动能密度

(2)驻波质元的势能和势能密度如图7所示.在

波腹上r=nλ
2
(n=0,1,2,…),势能为零;当t= T

4+

nT2
(n=0,1,2,…)时,势能也为零.在波节上r=

(1+2n)λ4
(n=0,1,2,…),且当t=T

4+nT
2
(n=

0,1,2,…)时,势能最大.

图7 驻波质元的势能和势能密度

(3)驻波质元的能量和能量密度(机械能和机

械能密度)如图8所示,质元的动能与势能的“峰”

是交错出现的,因而能量曲面呈现多“峰”多“谷”形

状.在动能或势能最大的地方,能量最大;在动能和

势能最小的地方,能量最小.移“峰”填“谷”,平均能

量为ΔEm

2 .

—41—

2022年第7期               物理通报               大学物理教学



图8 驻波质元的机械能和机械能密度

2.3 驻波的能流密度

对于右行波来说,一个质元的动能与势能相等,

可以证明其能量(机械能)为

   ΔE1=ρA2ω2ΔVsin2(ωt-kr) (24)

单位体积内的能量就是能量密度.因此,右行波的能

量密度为

  w1=ΔE1

ΔV =ρA2ω2sin2(ωt-kr) (25)

沿着波的传播方向单位时间内穿过单位面积的能量

称为能流密度,其大小等于波速与能量密度之积.右

行波的能流密度为

 I1=uw1=uρA2ω2sin2(ωt-kr) (26)

同理,左行波的能流密度为

 I2=uw2=uρA2ω2sin2(ωt+kr) (27)

驻波的能流密度为

I=I1-I2=

uρA2ω2[sin2(ωt-kr)-sin2(ωt+kr)]

利用平方差公式,展开上式再化简,可得

   I=uρA2ω2sin2krsin2ωt (28)

驻波的能流密度是关于坐标和时间的二元函数,随

时间做周期性变化,其圆频率是驻波圆频率的2倍.
由于公式中并不包括因子(ωt±kr),所以驻波的能

流并不随波传播.当r=nλ
4
(n=0,1,2,…)时,I=0,

说明驻波的能流不能穿过波节和波腹.当t=nT
4
(n=

0,1,2,…)时,I=0,除了这些时间点之外,能量可

在相邻波节和波腹之间来回流动.显然,最大能流密

度为Im=uρA2ω2.在半个周期内驻波的平均能流密

度为

    I
-

= Tæ
è
ç

ö

ø
÷

2
-1

∫
T
2

0
Idt=

 uρA2ω2sin2kr2T∫
T
2

0
sin2ωtdt=0 (29)

说明驻波并不传播能量.
取周期T为时间单位,取波长λ为坐标单位,取

最大能流密度Im 为能流密度单位,就能将右行波和

左行波以及驻波的能流密度无量纲化.
利用左右行波和驻波完全相同的方法,可以演

示3个能流密度的动画.

取时间t=nT
40
(n=0,2,5,8,10,12,15,18,

20),右行波能流密度(虚线),左行波能流密度(点虚

线)和驻波能流密度(实线)的截图如图9所示.

图9 右行波、左行波和驻波的能流密度截图

第一行从左到右是子图(a)、(b)、(c),第二行是

子 图(d)、(e)、(f),第三行是子图(g)、(h)、(i).当

I>0时,表示能量向右流动;当I<0时,表示能量

向左流动.子图(a)说明t=0时能量不流动,由图8
可知,t=0时波节的能量最大,波腹的能量最小;子

图(b)、(c)、(d)说明在时间 0,Tæ

è
ç

ö

ø
÷

4
内能量向波腹流

动;子图(e)说明t=T
4

时能量不流动,结合图8可

知,t=T
4

时波腹的能量最大,波节的能量最小;子图

(f)、(g)、(h)说明在时间 T
4
,Tæ

è
ç

ö

ø
÷

2
内能量向波节流

动;子图(i)说明t=T
2

时能量不流动,由图8可知,
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t=T
2

时波节的能量最大,波腹的能量最小.这样的

过程循环进行,周期为T
2.不论何时,波节和波腹的

能流密度都为零.能量在波节和波腹之间来回流动

并不穿过波节和波腹,说明驻波的能量“封锁”在波

节和波腹之间.

3 结束语

行波和驻波是机械波中的两个典型问题,波的

传播和波形改变都可以用图形和动画表示.行波不

但可以用曲面表示,还可以用旋转矢量法演示.在波

节上质元的动能为零,势能随时间做周期性变化;在

波腹上质元的势能为零,动能随时间做周期性变化.
能量可以在相邻波节和波腹之间周期性流动,但不

会传播.当能量向波节或波腹流动时,波节或波腹的

能量就会增加,反之则减少.
学科 交 叉 是 学 科 发 展 的 一 个 重 要 方 向.

MATLAB程序设计是一门学科,系统掌握这门知

识有助于我们研究物理问题,也有助于物理教学.本

文附录中的程序可供参考,相信有助于读者的教学

和研究.
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  附录:

wave2.m

% 简谐波传播的旋转矢量法的动画(右行波)

clear,rm=3;r=0:0.01:rm;% 清除变量,最大横坐标,横坐标向量

th= (0:100)/100*2*pi;r0=0:0.25:rm;% 角度向量,圆心横坐标向量

[R0,TH]= meshgrid(r0,th);x=cos(-2*pi*r);% 圆心横坐标和角度矩阵,波的初始位移

figure,h=plot3(r,r*0,x,′LineWidth′,1);% 建立图形窗口,画初始波形曲线并取句柄

holdon,plot3(R0,cos(TH),sin(TH),′--′,′LineWidth′,1)% 保持图像,画圆族

xr=cos(-2*pi*r0);yr=sin(-2*pi*r0);% 矢量相对纵坐标和横坐标

fori=1:length(r0)% 按圆心循环

  hr(i)=quiver3(r0(i),0,0,0,yr(i),xr(i),0,′LineWidth′,1);% 画箭头并取句柄

  ha(i)=plot3([r0(i);r0(i)],[0;0],[0;xr(i)],′--′);% 画竖直线并取句柄

  hb(i)=plot3([r0(i);r0(i)],[0;yr(i)],[xr(i);xr(i)],′.--′);% 画水平线并取句柄

end% 结束循环

axisequal,grid,boxon,fs=14;% 使轴相等,加网格,加框,字体大小

xlabel(′\itr/\lambda′,′FontSize′,fs)% 横坐标标签

—61—

2022年第7期               物理通报               大学物理教学



ylabel(′\itt/T′,′FontSize′,fs)% 纵坐标标签

zlabel(′\itx/A′,′FontSize′,fs)% 竖坐标标签

title(′右行简谐波传播的旋转矢量法的动画′,′FontSize′,fs)% 显示标题

pause,n=0;nn=5:5:100;dt=0.01;% 暂停,计数器清零,整数向量,时间间隔

while1% 无限循环

  n=n+1;t=n*dt;x=cos(2*pi*(t-r));% 计数器加1,下一时刻,波的位移

  set(h,′ZData′,x)% 设置波的竖坐标

  fori=1:length(r0)% 按圆心循环

    xr=cos(2*pi*(t-r0(i)));yr=sin(2*pi*(t-r0(i)));% 纵,竖坐标

    set(hr(i),′VData′,yr,′WData′,xr)% 设置矢量坐标

    set(ha(i),′ZData′,[0,xr])% 设置竖直线坐标

    set(hb(i),′YData′,[0,yr],′ZData′,[xr,xr])% 设置水平线坐标

end,drawnow% 结束循环,刷新屏幕

  L=nn==n;ifany(L),pause,end% 逻辑值,有一个逻辑真则暂停(为了观察)

  ifget(gcf,′CurrentCharacter′)==char(27),break,end% 按ESC键退出循环

end% 结束循环
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Abstract:Thewaveequationofthetravelingwaveisestablishedaccordingtothemotionequationofthe

particle,thewaveequationisillustratedbythecurvedsurface,andthepropagationprocessofthetravelingwaveis

illustratedbytherotationvectormethodoftheparticlevibration.Themotionprocessoftheleftandrighttraveling

waveandthestandingwaveisillustratedbythecurve,andthedistributionlawofthekineticenergy,potential

energyandmechanicalenergyofthestandingwaveisrepresentedbythecurvedsurface.Theenergyflowdensity

ateachtimeisrepresentedbythecurve,Therelationshipbetweenthedirectionofenergyflowdensityand

mechanicalenergyisexplained.
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