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摘 要:从拉格朗日方程出发,推导出了抛物线型旋转轨道上的珠子满足的运动方程,并讨论了珠子的平衡

点.接着运用微分方程的稳定性理论,分析了平衡点的稳定性.最后利用数值模拟,得到了珠子运动的轨迹并验证

了分析的结论.
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  旋转圆环上的珠子是一道有趣的力学问题.描

述了一个珠子在圆形绕轴旋转的轨道内运动的问

题.因其具有丰富的动力学性质,已有很多学者对这

一问题展开过研究[1~3].然而,本文通过理论分析发

现,抛物线型轨道上的珠子这一问题仍具有十分有

趣的动力学性质.同时,本文通过数值模拟[4~6],更

加直观地阐明了珠子的运动现象.理清这一问题背

后的原理,十分有助于学生对动力学与微分方程的

融会贯通.

1 珠子的动力学方程

一个质量为m 的珠子,放置在抛物线型的光滑

轨道中,轨道绕y轴以角速度ω 旋转,如图1所示.

图1 抛物线上的珠子示意图

珠子的位置可由坐标(x,y)确定.因为珠子在

抛物线轨道中运动,存在约束x2=2py(p>0),其

中p为抛物线轨道的焦准距,所以珠子的位置只需

一个广义坐标就可确定,选取x 作为描述珠子运动

的广义坐标.

珠子的动能可以表示为
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选取轨道底部作为零势能面,珠子的势能为

   V=mgy=12p
mgx2 (2)

则可以给出珠子的拉格朗日量
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将式(3)代入拉格朗日方程

d
dt
∂L
∂x
· -∂L∂x=0

可得珠子的运动方程

   x
··
=

ω2-gæ
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p p2x-xx
·2

p2+x2 (4)

为了更方便在相平面上讨论稳定性,我们令

X=x

Y=x
·

ωc= g
p

并将ωc 称为旋转轨道的临界角速度,则式(4)可表

示为
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2 稳定性分析

2.1 平衡点分析

观察式(5),系统的平衡点可分为两种情况:

(1)当ω≠ωc 时,平衡点为(X,Y)=(0,0),即

珠子静止在轨道的最底部.

(2)当ω=ωc时,珠子平衡只需要Y=0,而X可

取任意值,即只要珠子速度为零,轨道上的任何地方

都可以平衡.

下面将分别讨论这两种情况的稳定性.

2.2 当ω≠ωc时

在平衡点(0,0)处,式(5)的线性化方程为
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其中

α=ω2-ω2
c

式(6)的向量形式可以表示为X
·

=AX.系统的稳定

由系数矩阵A 的特征根决定.矩阵A的特征根为

λ1,2=± α

当ω>ωc即α>0时,此时为两个异号的实根,根据

微分方程的定性理论[7],平衡点(0,0)为鞍点,是不

稳定的.而当ω<ωc时即α<0,特征根是实部为零

的两个共轭复根

λ1,2=±i -α

此时平衡点(0,0)称为中心[7],是稳定的但非渐近

稳定.

2.3 当ω=ωc时

珠子可在任意位置平衡,设平衡点为

X=X*

做平移变换

X=Z+X*

将XOY 平面上的平衡点(X*,0)平移到了ZOY 平

面的原点,式(5)变为

  
Z
·

=Y

Y
·

=-
(Z+X*)Y2

p2+(Z+X*)
{

2

(7)

因为式(7)线性化后的系数矩阵 ‖A‖=0,表明原

点为高阶奇点,所以不能通过A 的特征根去判断原

点的稳定性.我们通过探究其相平面上的轨线方程,

分析其稳定性.将式(7)消去时间t可得相平面上的

曲线满足的微分方程

   dYdZ= -(Z+X*)Y
p2+(Z+X*)2 (8)

式(8)的通解为

   Y= Y0

(Z+X*)2+p2
(9)

对于初值Y0 在零附近的曲线,式(9)的图像如图2

所示.可以看出,所有的解都有Y→0和Z→∞的趋

势.处在平衡位置的珠子,若被施加一个小的初速

度,那么珠子的位置就会从零开始沿着轨道逐渐增

大,表明ZOY平面上原点是不稳定的,即在XOY平

面上,平衡点(X*,0)是不稳定的.

图2 ω=ωc 时,系统的相图

上述分析可总结为:当ω≥ωc 时,平衡点是不

稳定的,而当ω<ωc时,平衡点是稳定的,但非渐近

稳定.

3 数值模拟

本节通过数值模拟,探究处在平衡点的珠子若

被施加一个小的扰动,即一个小的初速度,珠子的运
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动轨迹会如何变化.

3.1 当ω>ωc时

数值模拟的参数如表1所示.

表1 ω>ωc时数值模拟中的参数

参数名称 数值

抛物线轨道焦准距p 1

重力加速度g/(m·s-2) 9.8

初始位置X0/m 0

初始速度Y
·

0/(m·s-1) 0.1

旋转轨道角速度ω 1.1ωc ~1.5ωc

  模拟结果如图3所示.

图3 ω>ωc时,珠子运动的数值模拟结果

图3(a)从相平面描述了珠子的运动情况,可以

看出,当ω>ωc 时,对于初位移为零,初速度为0.1

m/s的珠子,起初速度增大得很快,然后逐渐趋于一

个恒定的速度,并且在这个过程中X持续增大.图

3(b)反映了珠子位置X 和时间t的关系,同样可以

看出珠子的位置从零开始随着时间逐渐增大.模拟

结果表明,当ω>ωc 时,处在平衡位置珠子若受到

一个小的扰动,则会沿着轨道向外运动,表明平衡点

是不稳定的.这与我们在2.2节中分析的结果一致.

3.2 当ω<ωc时

参数如表2所示.

表2 ω<ωc时数值模拟中的参数

参数名称 数值

抛物线轨道焦准距p 1

重力加速度g/(m·s-2) 9.8

初始位置X0/m 0

初始速度Y
·

0/(m·s-1) 0.1

旋转轨道角速度ω 0.5ωc ~0.9ωc

  模拟结果如图4所示.

图4 ω<ωc时,珠子运动的数值模拟结果

图4(a)可以看出,当ω<ωc时,对于初位移为

零,初速度为0.1m/s的珠子,其相平面的轨迹为椭

圆,表明珠子始终在原点附近做往复运动.图4(b)

中描述了珠子位置X 和时间t的关系,从中也可看

到珠子在做往复运动,并且旋转轨道的角速度ω 越

大,珠子往复运动的振幅越大.模拟结果可以说明,

处在平衡点的珠子若被施加一个小的扰动,珠子仍

在平衡点附近往复运动,即平衡点是稳定的,但不是

渐近稳定的.这也与我们在2.2节中分析的结果一

致.

3.3 当ω=ωc时

通过2.3节分析,我们知道此时珠子可在任何

位置平衡.选取不同的初始位置X0 作为平衡位置,

并给珠子施加一个小的初速度,参数如表3所示.
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表3 ω=ωc时数值模拟中的参数

参数名称 数值

抛物线轨道焦准距p 1

重力加速度g/(m·s-2) 9.8

初始位置X0/m 0/1/2/3/4/5

初始速度Y
·

0/(m·s-1) 0.1

旋转轨道角速度ω ωc

  模拟结果如图5所示.

图5 ω=ωc放置在不同平衡位置时,

 珠子运动情况的模拟结果图

从图5可以看出,当ω=ωc时,处在平衡位置的

珠子若被施加一个小的初速度,珠子都会随时间,向

X 增大的方向运动,即珠子会远离初始位置.表明初

始放置的平衡位置是不稳定的.这与2.3节中平衡

点是不稳定的结论相一致.

4 结论

本文研究了抛物线型旋转轨道上的珠子的运动

这一非线性力学问题.首先通过拉格朗日方程推导

出了珠子的运动方程,并分析了珠子的平衡点.接着

基于微分方程的稳定性理论,讨论了不同轨道转速

时,各平衡点的稳定性,得出结论:当转速大于等于

临界角速度时,平衡点是不稳定的,若施加小的扰

动,珠子会向着远离平衡点的位置运动;当转速小于

临界角速度时,平衡点是稳定的,即便存在小的扰

动,珠子也会在平衡点附近做往复运动.最后通过数

值模拟,验证了分析的结果,并且更加直观地反映了

珠子的运动情况.
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TheMotionQuestionofaBeadonParabolicRotatingTrack

CaoYuxuan JiangJiangang
(CollegeofScience,NorthwestAgricultureandForestryUniversity,Xianyang,Shaanxi 712100)

Abstract:Inthiswork,theequationofmotionsatisfiedbythebeadonaparabolicrotatingorbitisderived

throughtheLagrangeequation.Moreover,theequilibriumpointofthebeadisdiscussed.Thenthestabilityofthe

equilibriumpointisanalyzedbyusingthestabilitytheoryofdifferentialequations.Finally,Byusingnumerical

simulation,thetrajectoryofthebeadsisobtainedandtheconclusionsoftheanalysisareverified.
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