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摘 要:使用两种不同的数学方法,数理结合,均能求解物理竞赛中常出现的追逐问题.与其他惯用方法相比,

可以发现数理结合法大幅度降低了解题难度,在求解物理竞赛问题中具有独特的优越性,值得推广.
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  追逐问题在物理竞赛试题中时有出现,如2021
年全国中学生物理竞赛预赛第13题即是.求解这类

问题的常用方法有微元法和相对速度法等[12],但
这些方法技巧性都较强,且需要多种方法组合使

用,较难仅使用一种方法求出任意时刻的各运动

量,给学生带来较大思维障碍.本质上,问题的难

度主要是运动轨迹的复杂性导致的,解题的关键

也是求出对象的运动轨迹,一旦突破这个数学难

点,相关物理问题也就迎刃而解.数理结合法指充

分利用数学规律和原理对物理问题的解决进行简

化的研究方法[3],笔者发现分别使用两种不同数

学方法,即代数法和几何法,数形结合,均可一以

贯之地解决追逐问题.

1 利用代数法求解

1.1 确定运动轨迹

2021年物理竞赛原题呈现:6个小朋友在操场

上玩追逐游戏.开始时,6个小朋友两两间距离相

等,构成一正六边形.然后每个小朋友均以不变的速

率v追赶前面的小朋友(即小朋友1追2,2追3,3追

4,4追5,5追6,6追1),在此过程中,每个小朋友的

运动方向总是指向其前方的小朋友.已知某一时刻

t0=0,相邻两个小朋友的距离为l,如图1所示.
试问:

(1)从t0 时刻开始,又经过多长时间后面的小

朋友可追到前面的小朋友?
(2)从t0 时刻开始,直至追上前面的小朋友,每

个小朋友又跑了多少路程?
(3)在t0 时刻,每个小朋友的加速度大小是

多少?

图1 题图

此题的传统解法在此不作赘述,其结果是:追逐

时间为2l
v
,追逐路程为2l,初始加速度为 3v2

2l .

如图2所示,取 OA 为极坐标的极轴建立坐标

系,曲线s表示小朋友运动轨迹(尚不知具体方程).

图2 建立坐标系进行分析

据题意,任意时刻速度方向都沿曲线切向,且与

半径夹角不变,即图中的α角大小不变,令初始 OA
长度为R.则有

|AA′|≈-ds (1)

|AU|≈ (|OA′|-|OA|)=-dr (2)
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|A′U|≈rdθ (3)

此处有“-”代表曲线轨迹以A 为起点,O为终点,ds
与dr恒为负.

根据几何关系对于曲线s恒有

cotα=|AU|
|A′U|

代入式(1)、(3)得

cotα=|AU|
|A′U|=-drrdθ

分离变量后两边积分得

lnr=-θcotα+C
代入初始条件化简得

r(θ)=Re-θcotα (4)

显然这是一条等角螺线在极坐标系中的方程[4].
总路程长度(从A到O 轨迹长度)的求解如下.
根据勾股定理有

|AA′|2=|AU|2+|A′U|2

代入式(1)~ (3)得

ds= (dr)2+(rdθ)2

(

=

dr
d )θ

2

+r2dθ

dr
dθ=-Re-θcotαcotα=-rcotα

ds= (dr)2+(rdθ)2 = (-rcotα)2+r2dθ

即 ds= R
sinαe

-θcotαdθ

上式两边积分得任意时刻的路程

s(θ)= R
cosαe

-θcotα

s(θ)=r(θ)
cosα

(5)

根据曲率半径定义

ρ=lim
Δθ→0

Δs
Δθ = ds

dθ = d
d (θ

r
cos )α

代入式(4)恒有

ρ(θ)=
R
sinαe

-θcotα

ρ(θ)=
r(θ)
sinα

(6)

1.2 问题的求解

求解竞赛题(1)、(2)问.依据式(5),从t0 时刻

开始,直至追上前面的小朋友,每个小朋友所跑总路

程即为总路程

s=∫
+∞

0

R
sinαe

-θcotαdθ= R
cosα

代入初始条件R=l,α=π3
得

s=2l
故追上前面的小朋友所用时间为

t=s
v =2lv

求解竞赛题(3)问.根据式(6)等角螺线在初始位置

的曲率半径为

ρ(0)=
l

sinπ3

=2l
3

而小朋友切向加速度aτ =0,只有法相加速度,故

a=an=v2

ρ
= 3v2
2l

答毕.
以上便是使用代数方法解决轨迹问题,即通

过建立极坐标系,求出小朋友的运动轨迹方程,继
而解得轨迹路程、时间和加速度.但从数学角度来

说,还可以直接运用几何法求解,使问题变得更为

简单.

2 利用几何法求解

  如图3所示,设6个小朋友依次为点A、B、C、

D、E、F,由对称性可知每个小朋友的运动情况必然

动态一致,即任意时刻ABCDEF 围成图形都是以O
为中心的正六边形.

图3 性质1和性质2图示

以A 为研究对象,显然A 在任一时刻的速度v
方向皆是其运动轨迹的切线方向,且这一方向总是

指向AB,则任意时刻都有∠OA′N=∠OAB≡α≡
π
3
,即曲线极轴与切线的夹角恒为常数,符合这一几
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何特征的曲线S,如图中虚线所示,一定是一条等角

螺线,事实上,这正是等角螺线的数学定义.且等角

螺线有如下几何性质:

性质1:如图3所示,取等角螺线上任意一点

A′,作曲线切线A′N,与OA′垂线ON 交于N 点,则
线段A′N 与曲线弧长︵A′O 等长.

性质2:如图3所示,继续作切线A′N 的垂线

QA′,与OQ 交于Q 点,则线段QA′即为等角螺线在

A′处的曲率半径.
性质的证明过程可参考式(4)、(5)、(6),此处从

略.有了以上几何性质,再来求解竞赛题第(1)、(2)

问,过程如下:

结合所作图3,依据性质1,从t0时刻开始,直至

追上前面的小朋友,每个小朋友所跑路程

s=|A′N|= r
cosα= l

cosπ3

=2l

则从t0 时刻开始,直至追上前面的小朋友所用时间

t=s
v =2lv

求解第(3)问:结合图3,依据性质2得t0 时刻等角

螺线的曲率半径

ρ(0)=|QA′|= l
sinπ3

=2l
3

而小朋友切向加速度aτ =0,只有法相加速度,故

a=an= v2

ρ(0)
= 3v2
2l

答毕.
求解过程干净利落.可见直接使用等角螺线的

几何性质,可化繁为简,大大降低本题解答难度.

3 情境拓展

  拓展1:本题情境是6个小朋友的追逐问题,事
实上对于3个以上任意n个小朋友的追逐问题,解
答方法一样,都是以其中1个小朋友为研究对象,根

据几何关系,只需将初始角度α (取作 1
2-1 )n π,极

轴长度R 取作 l
2sinπn

即可.继续运用几何法,过程

如下.
从t0 时刻开始,每个小朋友所跑路程

s=|A′N|= r
cosα= l

2sin2πn
从t0 时刻开始,直至追上前面的小朋友所用时间

t=s
v = l

2vsin2πn
t0 时刻等角螺线的曲率半径

ρ=|QA|= r
sinα= l

sin2πn
则小朋友加速度

a=an=v2

ρ
=
v2sin2πn

l
答毕.

拓展二:本题第(3)问是求在t0 时刻每个小朋

友的加速度,那么对于任意t(0≤t≤2lv)时刻,小朋

友的加速度又是多少呢? 仍然运用几何法予以

解答.
如图4所示,对于小朋友A,过点A 作曲线s切

线及切线的垂线,作极轴OA 垂线,三者分别交于点

N、Q.

图4 几何法解拓展2图示

根据(1)、(2)、(3)问计算结果可知,t0时刻螺线

总长

|AN|=2l
A 处的曲率半径

|QA|=233l

而任意t时刻,小朋友A运动路程Δs=vt,可化曲为

直,视作A 沿直线AN 运动到A′,A′点满足
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科学计算软件辅助下“传送带”
模型的简化处理
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(收稿日期:2022 10 18)

摘 要:“传送带”模型是高中运动学综合应用的典型模型,一般将物体在传送带上的运动分为多个过程,应用

匀变速直线运动规律联立方程解决问题,解题过程繁琐,特别是传送带带动物体运动的形式复杂多样,对模型的分

析难度很大.若是利用Mathematica(MMA)科学计算软件,模拟不同初始条件下物体在传送带上的运动过程,绘制

运动图像,总结规律,从v t图像的角度解决问题,可以极大地降低学生对传送带问题的学习难度.
关键词:Mathematica;科学计算软件;匀变速直线运动;传送带问题

1 “传送带”模型的常规处理方法

在高中物理一线教学中,一般采用以下方法处

理“传送带”问题:首先分析物体的初速度与传送带

速度,确定物体所受摩擦力的方向;将物体的运动分

为多个运动过程,列出匀变速直线运动方程,

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

联立求

|A′N|=|AN|-|AA′|=2l-vt
结合性质1与性质2,易得

|Q′A′|
|A′N|=tanα

继续作直线Q′A′ 垂直于AN,与QN 交于点

Q′,那么,此时小朋友A 所在点处的曲率半径长即

为|Q′A′|,根据三角形相似有

|Q′A′|
|QA| =|A′N|

|AN|
代入数据化简得

ρ(t)=|Q′A′|= 3
3
(2l-vt)

a=an= v2

ρ(t)
= 3v2
2l-vt

答毕.
相比于t0时刻的加速度,可以发现这个结果只是

将分母中的“2l”换成了“2l-vt”,若将A′看作小朋友

运动的新起点,那这一点便是自洽的,因为同曲线AO
一样,剩余曲线仍是一条等角螺线,且两者互为相似

关系,比例系数便是2l-vt
2l .这也体现出等角螺线的

深层对称性,即经过一定变换后的曲线仍是等角螺

线,难怪著名数学家雅各布·伯努利希望把它刻在墓

碑上来寄托自己“纵然变化,依然故我”的志向.

4 教学启示

  总之,对于追逐问题,无论采用代数法还是几

何法,只要抓住运动轨迹这一点,都达到了仅使用一

种方法解答全部3问的目的,尤其使用等角螺线几

何性质的几何法,大大降低了追逐问题的求解难度.
可见数理结合法在解决物理竞赛题中有其独特的优

越性,值得推广.同时在实际教学过程中,物理竞赛教

练也要重视夯实学生的数学基础,启发学生从多个视

角审视同一物理问题,获取其中的数学模式,这正是

锻炼学生发散思维,提升学生创新能力的重要途径.
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