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摘 要:研究发现,静止于桌面足够长的盘曲链条,被竖直向上的恒力F 拉起,链条将做上下升降运动,其周期

最终为2π a
g
(a为平衡位置高度,g为重力加速度).链条的速度最大值和动能最大值没有同时出现,也并非在振

动平衡位置.能量损耗随着周期数的增加逐渐减小,最终损耗总量为拉力做功的1
2.该运动的实例可以通过链条在

水中受到恒定浮力来展现.
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  “能量守恒定律”教学时,链条上升或下落问题

常常作为典型例题进行“错题分析”.其中涉及恒力

做功,势能和动能的变化,以及能量的损失.当静止

链条被竖直向上恒力F 拉起时,文献[1 2]分析了

链条从最初拉起到最高点这一过程,但是之后的链

条运动与能量问题并未给出.我们经过研究,发现这

一问题是有趣的,这里与读者共享.

1 受力分析

图1和图2给出了链条的受力情况.

图1 链条上升受力分析示意图

图2 链条下降受力分析示意图

需要注意的是,链条、绳索这类准一维柔性体在

其方向上可以承受一定的张应力,却无法承受压应

力[3].上升过程中,建立坐标轴 Ox,P 端受力为F,

链条距离桌面为x,则受重力为λgx,λ为线密度,链

条由静止被拉起后的速度为v,链条P 端所能上升

的最大高度为xmax,其动力学方程可以表示为

F-λxg-f1=λxdvdt 
(1)

其中f1=λv2 为已动部分与未动部分的冲力,即张

应力,可通过动量定理得到[4].f1,f2 为两相邻质元

之间的作用力与反作用力.而对于下降过程,建立坐
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标轴Oy,如图2所示.链条从最高点下降距离为y
时,受到重力为λ(xmax-y)g,链条与桌面碰撞前的

速度为v.质量元(λdy)速度降为零的冲力来源于桌

面,大小为N1=N2=λv2,但是链条两质元之间没有

压应力,所以下降过程的牛顿第二定律,可表示为

-F+λ(xmax-y)g=λ(xmax-y)dvdt
(2)

另外,上升到达的最大值xmax 为下降过程的起

点y=0;下降到达的最大值ymax 为下一个上升过程

的起点xmin.

2 振动图像

上升过程中,求解一阶线性微分方程(1),得到

v2=c
x2+F

λ -23gx
(3)

当x=0时,速度为有限值,则

c=0

令 a=F
λg

第一个上升过程的方程为

v2=ag-23gx
(4)

可以计算出,其上升的最大高度为xmax=1.5a.
下降过程中,式(2)的解为

v2=2gy+2aglnxmax-y
xmax

(5)

当下落到最低点时y=ymax,v=0,则有

ymax

a +ln1-ymax

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

max
=0 (6)

将第一个上升中的最高点xmax=1.5a代入式

(6),得到ymax=0.874a,那么

xmin=xmax-ymax=

1.5a-0.874a=0.626a (7)

此时,xmin=0.626a为第二个上升过程中的最

低点.将其代入方程(3),得到

c=-0.2283a3g
可得方程的另一解为

xmax=1.3a
因此,根据方程(3)可以计算出上升过程的最高点

xmax,而式(6)与式(7)可得下降的最低点xmin,这样

每个升、降过程的时间(半周期)为

t2n-1= 1
ag∫

xmax

xmin

dx

1-23
(x
a
)- c
(x
a
)
2

(8)

t2n = 1
2ag∫

ymax

0

dy
y
a +ln(1- y

xmax
)

(9)

表1给出了前面9个“半周期过程”,奇数表示

上升过程,偶数表示下降过程.随着升降运动次数的

增加,其半周期逐渐减小,最终接近于3.14 a
g

.相

应的振动图像如图3所示.
表1 盘曲链条升降运动中,提拉点P位置及振动周期

过程
起点/
(×a)

终点/
(×a)

半周期/

(× a
g
)

周期/

(× a
g
)

1 0 1.5 3.0

2 1.5 0.626 3.154

3 0.626 1.3 3.105
6.204

4 1.3 0.75 3.143

5 0.75 1.214 3.121
6.264

6 1.214 0.813 3.118

7 0.813 1.166 3.122
6.240

8 1.166 0.851 3.128

9 0.851 1.135 3.116
6.244

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2n-1 1+Δ 1-Δ π

2n 1-Δ 1+Δ π
2π

图3 链条上下振动图,虚线处为平衡位置

图中A,B,…,为各过程中,端点 P 的最高点

xmax 与最低点xmin.虚线为其振动平衡位置,因为此

时拉力F与重力平衡,故有a=F
λg

.随着振动周期增
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加,在a附近升降位移Δx 将非常小,链条近似于简

谐振动,其微分方程为

-λΔxg=λad
2Δx
dt2

(10)

其振动周期为

T=2πω =2π a
g

3 速度与动能最大值

盘曲链条升降过程中,速度的最大值(用间接值

v2max 表示)与动能的最大值Ekmax,并没有出现在振

动的平衡位置a=F
λg

处.图4给出了链条速度与高

度关系图,即式(3)与式(5)的数值模拟图.图中A,

B,… 为上升与下降过程的起点和终点,速度为零.
速度最大值出现的位置与大小如表2所列.可以看

出,上升过程中,速度最大值时链条P 点不在a 处,

但会逐渐靠近平衡位置a.如过程1,在x=0处;过
程3,在x=0.88a处;过程5,在x=0.94a处.而下降

过程中,速度的最大值均出现在平衡位置x=a处.
这正是链条升降过程中,质元之间有张应力,而无压

应力的缘故.

图4 速度平方v2 与提拉点P 高度的关系

表2 链条v2 与Ek的最大值及相应的提拉点P位置

过程

v2max Ekmax

位置/
(×a)

数值/
(×ag)

位置/
(×a)

数值/
(×λga2)

1 0 1.000 0.75 0.188

2 1.00 0.189 1.09 0.099

3 0.88 0.118 0.94 0.054

4 1.00 0.075 1.04 0.038

5 0.94 0.055 0.97 0.026

续表2

过程

v2max Ekmax

位置/
(×a)

数值/
(×ag)

位置/
(×a)

数值/
(×λga2)

6 1.00 0.040 1.02 0.020

7 0.97 1.032 0.98 0.015

8 1.00 0.025 1.01 0.012

9 0.98 0.020 0.99 0.010

  对于链条的动能Ek=12Mv2,上升过程中,它

与位置的函数关系为

Ek(2n-1)=12λxv
2 (11)

式中速度v由式(3)表示.
同样,在下降过程中,动能可表示为

Ek(2n)=12λ
(xmax-y)v2 (12)

式中速度v由式(5)表示.
图5为链条不同高度处的动能大小数值模拟

图,其最大值的位置和大小如表2所示.可以看出,

链条Ekmax 也没有出现在平衡位置a处,但随着周期

数的增加,动能最大值的位置逐渐靠近a处.由于竖

直方向运动的链条是变质量体系,所以对比v2max 与

Ekmax 的位置,发现速度与动能的变化不同步.

图5 动能Ek与提拉点P 高度的关系

4 能量变化

应用“能量守恒定律”,链条运动过程中的能量

损失就可以计算出来.由于链条是盘曲的,可以忽略

其与桌面的摩擦力;不计空气阻力,能量损失可表示为

ΔE=WF-ΔEp-Ek (13)

其中Ek为链条的动能,由式(11)、(12)给出,即前面

图5所示.而WF 为竖直向上恒力做功,ΔEp 为重力
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势能的变化,如图6所示.上升过程中

WF=F(x-xmin)

ΔEp=12λg
(x2-x2

min)

下降过程中

WF=F(y-0)  ΔEp=12λg
(x2

max-y2)

可以看出,每个过程的WF 与ΔEp 如图中A,B,…,
各点所标注的那样,沿着直线与抛物线的轨迹而

变化.

图6 WF 及ΔEp与提拉点P 高度的关系

图7为根据式(13)计算的能量损失示意图.链
条升降过程中能量损失,沿着图中曲线轨迹变化.
每个过程损失的能量ΔE如表3所列.如第1过程,

ΔE1=38λga
2,表示从桌面拉起到A 点的能量损失;

第2过程,ΔE2=0.055λga2,表示A点到B点的能量

损失.以后的过程能量损失逐渐减小,如图7所示.
最后总能量损失(即P 点从被拉起到链条运动停止

在平衡位置a 处时),计算结果为

ΔE=ΔE1+ΔE2+…=12λga
2 (14)

值得注意的是,链条运动中的能量损失仅仅由

非弹性碰撞造成,也就是动能损失,即

ΔE=ΔEk (15)

图7 ΔE与提拉点P 高度的关系

表3 链条升降过程中的能量损耗

过程
ΔE式(13)/
(×λga2)

ΔE总量/
(×λga2)

ΔE式(15)/
(×λga2)

1 0.3750

2 0.0550

3 0.0250

4 0.0137

5 0.0080

6 0.0054

7 0.0037

8 0.0027

9 0.0019

︙ ︙

2n Δ

1
2

0.3745

0.0550

0.0260

0.0138

0.0085

0.0054

0.0037

0.0026

0.0019

︙

Δ

  上升过程中链条损失的动能来源于dm 质量的

链条由静止突然和体系M(速度为v)一起运动,此

过程动量守恒,有Mv=(M+dm)v′.因为M≫dm,

则拉动链条dm 质量而损失的动能为[45]

ΔEk=12Mv2-12
(M+dm)v′2=12dm

·v2

每个上升过程,能量损失为

ΔEk(2n-1)=∫
xmax

xmin

1
2λdx

·v2

式中速度v由式(3)表示.下降过程中,链条损失的

能量来源于dm 质量的链条与桌面发生非弹性碰

撞,速度降为零

ΔE=12dm
·v2-0

所以每个下降过程,能量损失为

ΔEk(2n)=∫
ymax

0

1
2λdy

·v2

式中速度v由式(5)表示.由式(15)计算的数值解,

与式(13)得到的结果完全相同,如图7所示.
其实,“能量损失总量为恒力做功的一半”的结

论,可以通过“极限思维”法得到.链条被拉起后,

WF有正有负,ΔEp也有正有负.但是由于动能损失,

振幅逐渐减小,最终停止在平衡位置a处,此时

WF=1.0λga2  ΔEp=0.5λga2

因此

ΔE=WF-ΔEp-Ek=12λga
2
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可见,在学生清晰了链条升降的物理图像,分析了受

力情况的前提下,该结论不难得出.

5 实例展示

如图8所示,链条与鱼漂组成这个变质量运动

系统,鱼漂可以提供向上的恒力(大小不变的浮力).
可以看出,系统的平衡位置为a′=59.5cm,根据平

衡位置a′可以计算出运动周期T=2π a′
g =1.54s.

将鱼漂从1.5a′处静止释放(在水中),得到的理论

和实际运动轨迹,如图9所示.理论曲线由于仅仅考

虑链条拉起和下落时的碰撞动能损失,所以振幅衰

减缓慢(之前的理论分析).然而实际情况是,运动

1.5个周期后很快就停止了,且周期增加到了2.48

s.这是因为鱼漂和链条在水中运动,粘滞阻力较大,

系统能量很快耗散,表现为较强的阻尼振动.实验还

发现,增大鱼漂入水时的速度,并不能增加系统的升

降运动次数,因为高速下,水的摩擦阻力更大,能量

衰减更快.有研究者将氢气球下挂细绳,模拟该变质

量物体在大气环境下受恒力(氢气球浮力)的运动

情况[6].由于空气阻力很小,所以他们的实验得到了

较多的振动次数(7次),很好地展现了欠阻尼振动.
我们的实验,虽然振动次数较少,但是已经可以观察

到明显的“升降运动”,很好地展现了恒力作用下盘

曲链条的运动状态.对于理论与实际的差别,可以鼓

励学生在式(1)中加入“粘滞阻力”项进行研究.

图8 实验装置

图9 理论与实验振动图像

6 总结

本文通过对盘曲链条的动力学研究,发现其受

竖直向上恒力作用时,链条作“准周期性”的升降运

动,振动周期近似于2π a
g

.采用图像的形式,将

升、降过程中的速度、动能、能量损失展现出来,让学

生明白:(1)链条是变质量体系,振动的速度与动能

最大值并非出现在平衡位置处;(2)链条中有张应

力而无压应力,升、降过程的受力有区别;(3)非弹

性碰撞造成能量损失,损失总量可以通过“极限思

维”分析出来;(4)通过实例展现该系统的(实际)运

动.研究该体系,对促进学生物理过程分析,物理模

型提炼,以及对现有问题深究能力的培养都具有现

实意义,不失为一道“能量守恒定律”好例题.
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