
浅析光滑水平面上圆弧槽物块
下滑的最值问题

孙朝晖  池英芝  梅 尹
(宁波市北仑中学  浙江 宁波  315800)

(收稿日期:2022 09 06)

摘 要:通过对圆弧槽物块模型的运动及受力分析,定性解释了物块对地速度变化的规律;并通过严格的物理

公式推导,证明物块对地速度最大值不一定在最低点时取到,而是取决于圆弧槽与物块的质量比k;物块相对于圆

弧槽的速度最大值以及受到圆弧槽弹力的最大值确实在最低点取到.最后在k=1的情况下验证了定性、定量分析

的正确性.
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  情形描述:光滑水平面上有一水平方向可自由

移动且槽表面光滑的四分之一圆弧槽,如图1所示,

其质量为M,圆弧所对半径为R;圆弧槽顶端静止释

放一质量为m 且可视为质点的光滑物块,最后物块

于圆弧槽最低点分离(不考虑m ≫M 时,圆弧槽逆

时针倾倒的情形).由圆弧槽和物块所构成的孤立二

体系统在自由光滑水平面上,由重力引起内力相互

作用,从而自主运动,系统质心水平方向保持不动
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,

  考虑圆形线圈恰能从磁场中逃逸的情况:当n→

∞时,有v→0.代入式(21)得,圆形线圈恰能从磁

场逃逸的最小初速度v′min
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圆形线圈在无限长直导线磁场的v x 图像、逃

逸最小初速度 电流图像与图3、图4类似,本文不再

赘述.

4 总结

依据教育部考试中心2019年发布的《中国高考

评价体系》,命题要关注“一核四层四翼”的命题设

计,更要关注学科核心素养的深层次考查.本题模型

从命题角度看很符合上述命题设计要求,创新度高,

设问不难,却很好地考查了学生思维灵活性和学科

核心素养.但是,命题的正确性和严谨性是基本要

求,不能出现原理性漏洞,甚至是错误.

本文从牛顿运动学方程出发,分析矩形和圆形线

圈在无限长载流直导线磁场中的运动,分析线圈恰能

从磁场逃逸的临界初速度.从数学上证明了:当长直

导线的电流越大,线圈初始位置距离导线越近时,线

圈能够逃逸所需的初速度越大;当初速度较小时,线

圈无法从长直导线产生的磁场中逃逸.此外,本文在

计算时假设流经无限长直导线的电流较大(~106

A),而这种情况在现实中是很难用实验呈现的.
本题题设诸多条件未给出,因此无法判断线圈

能否从长直导线产生的磁场中逃逸,建议题干中添

加“直导线中电流较大”这个暗示性语句,来保证试

题的严谨性.
致谢:本文感谢黄吉平老师的有益探讨和修改

建议.
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水平动量恒为零.

图1 圆弧槽物块系统模型

上述圆弧槽物块模型时常在高中物理动量守恒

定律习题中出现[13].对物块运动及受力最值问题

的认识,学生们想当然认为当物块下滑到最低点时

对地速度最大,受圆弧槽的弹力也最大,但缺乏严格

推证,而事实并非绝对如此[46].下文将研究从物块

释放到与圆弧槽分离过程中,物块对地、对圆弧槽速

度大小以及物块与圆弧槽之间弹力大小等物理量的

变化规律及最值问题.

1 定性分析

当圆弧槽固定,物块自由下滑,其对地速度一直

增大,这是因为在此过程中,重力一直做正功,而弹

力的方向一直垂直于物块对地速度方向,故弹力做

功一直为零.正是基于这样的认知,学生会误认为当

圆弧槽可水平自由移动时物块对地速度也一直增

大,下文将解释该问题.
当圆弧槽不固定,由于水平方向系统动量恒为

零,而圆弧槽所受弹力使其水平加速,故物块水平分

速度一直增大;但竖直方向情况就不同了.物块自由

释放,一开始竖直分速度为零,最后物块由圆弧槽最

低点离开时对地速度方向水平,其竖直分速度也为

零,故物块竖直分速度存在由零增大的过程,也存在

减小至零的过程.物块对地速度为水平、竖直分速度

的矢量和.一开始,水平、竖直分速度均增大,故对地

速度增大;但当物块即将离开圆弧槽最低点,水平分

速度增大而竖直分速度减小,两矢量之和变化情况

不好判断,即最后物块对地速度到底是增大还是减

小就不一定了.
当物块质量足够大时,物块在整个过程中水

平分速度的变化范围远小于竖直分速度的变化范

围,而竖直分速度可认为先增大再减小.若忽略水

平分速度,则物块对地速度也是先增大再减小;当

物块质量足够小时,可认为圆弧槽固定不动,物块

整个过程中对地速度显然一直增大.思考以上两

极端情形,猜想可能存在圆弧槽与物块的临界质

量比k临界,当k≥k临界 时,物块对地速度一直增加直

到最低点;当k<k临界 时,物块对地速度先增后减.
下文将定量分析物块对地速度及相关物理量的变化

趋势.

2 物块对地速度v1

如图2所示,设当物块所经过圆弧弧度为θ时,

物块对地速度为v1(θ)(可简写为v1),此时v1 的方

向并非垂直于物块与O 点的连线,而是由物块相对

于圆弧槽的速度v相 与圆弧槽的对地速度v2 的矢量

和的方向确定.

图2 物块速度矢量分析

物块在如图2所处的位置,重力势能转化成系

统的动能,故有下式

mgRsinθ=12mv2
1+12Mv2

2 (1)

由系统在水平方向上动量恒为零可得

Mv2=m(v相sinθ-v2) (2)

v1、v2 与v相 之间由矢量的几何关系可得

(v相sinθ-v2)2+(v相cosθ)2=v21 (3)

令圆弧槽与物块的质量比M
m =k,由以上三式可

解得v1 以及v相 关于θ的表达式为

v1= 2gRsinθ(k2+2kcos2θ+cos2θ)
k2+(1+cos2θ)k+cos2θ

θ∈ 0,πé
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v相 = k+1
k+cos2θ

·2gRsinθ

θ∈ 0,πé
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由式(5)根号下正弦余弦的形式可知该函数单

调递增,即物块相对于圆弧槽的速度一直增加,在最
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低点v相 取到最大值.为求v1 的最大值,设如下函数

f(θ),对其求最大值即可.

f(θ)= v21
2gR=sinθ k2+2kcos2θ+cos2θ

k2+(1+cos2θ)k+cos2θ

θ∈ 0,πé

ë
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ù
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(6)

f′(θ)= cosθ
(k+1)(k+cos2θ)2

·

[(2k+1)cos4θ+
(5k2+3k)cos2θ+k3-2k2-2k]

θ∈ 0,πé
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ù
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(7)

对式(7)进行研究,发现其不一定在θ的定义域

内恒正,故并非一定单调递增,而是跟式(7)中中括

号内k3-2k2-2k的正负有关.当k3-2k2-2k=0

可解得临界质量比k临界 =1+ 3.

当k≥k临界 时,f(θ)单调递增,如图3中k=10、

5、3,物块对地速度一直增加直到最低点.
当k<k临界 时,f(θ)先增后减,如图3中k=1、

0.5、0.1,物块对地速度也先增后减.

f′(θ)正负的变化与k的大小有关,所以最大值

不一定在θ=π2
时取到.根据图3可以看出,物块沿

圆弧槽下滑过程中,根据k的大小不同,v1 可能随θ
单调递增,也可能先增再减.

图3 不同质量比下f(θ)单调性分析

令f′(θ)=0,求解式(7)中括号内关于cos2θ的

一元二次方程,将解对应的θ值代入式(1)即可求出

v1 的最大值.从而证明物块对地速度最大值不一定

在最低点时取到,与k相关.需要注意的是,对于圆

弧槽物块模型,并非k在正数范围内物块都能沿圆

弧槽面滑到最低点.当k较大时会涉及到圆弧槽翻

转的问题,下文对弹力分析时会提及.

3 物块所受圆弧槽弹力T

物块相对于圆弧槽做圆周运动,如图4所示对

物块受力分析,受重力mg、圆弧槽弹力T 以及在以

圆弧槽为非惯性系下的惯性力F惯 .通过式(8)、

(9)、(10)可解得弹力的表达式.

Tcosθ=MaM (8)

F惯 =maM (9)

Fn=mv2
相

R =T-mgsinθ+F惯cosθ (10)

T=kmgsinθ 2k+2
(k+cos2θ)2+

1
k+cos2

é

ë
êê

ù

û
úúθ
(11)

图4 非惯性系下物块受力分析

由T 的表达式易知其在 0,πé

ë
êê

ù

û
úú2
内单调递增,故

圆弧槽对物块弹力最大值在最低点时取到.需要注

意的是在物块下滑过程中,当k较大时,以圆弧槽左

下端点为力矩参考点,可能会出现弹力逆时针的力

矩大于圆弧槽重力的力矩,从而使圆弧槽逆时针翻

转,本文在圆弧槽不翻转的前提下进行研究.

4 质量比k=1时的速度和弹力

4.1 速度最大值

当M
m =k=1时,有M=m,物块到达水平面时重

力势能转化为两者的动能

mgR=12mv2·2  v= gR (12)

对于式(7),在k=1时令f′(θ)=0,则有

f′(θ)=

cosθ
2(1+cos2θ)2

[3cos4θ+8cos2θ-3]=0

θ∈ [0,π2
]

解得
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cosθ= 3
3

(13)

当θ值满足式(13)的条件时,物块的重力势能

转化为两者的动能,可得

mgRsinθ=12mv2
x +12mv2 (14)

因物块和圆弧槽质量相同,故两者对地水平分

速度大小时刻相同.而物块对地速度v等于物块相

对于圆弧槽做圆周运动的速度v相 与圆弧槽相对于

地面的速度vx 的矢量之和,如图5矢量所示.而物块

对地速度v的水平分量同样为vx,可得

cosθ= 3
3 =vy

v相
= v2-v2x

v2-v2x +(2vx)2

解得

vx = 3
3v

(15)

由式(14)和式(15)解得物块对地速度的最大

值为

v= 6
2gR (16)

图5 质量比k=1时物块速度矢量分析

式(16)物块对地速度的最大值确实大于式

(12)中物块在水平面的速度.另外,图6也能看出,

物块对地速度先增后减.

图6 质量比k=1时f(θ)单调性分析

4.2 弹力最大值

由式(11)可知当θ=π2
时弹力的最大值

Tmax=5mg
另一方面,由式(12)和k=1可知

v相 =2 gR (17)

Fn=mv2
相

R =T-mg (18)

由上述两式也可验证

Tmax=5mg

5 结论

综上所述,可得如下结论:

(1)物块相对于圆弧槽的速度v相 一直增加,在

最低点取到最大值.
(2)物块对地速度v1 并非一直增加而是跟圆弧

槽与物块的质量比k有关,令k临界 =1+ 3,则:

当k≥k临界 时,物块对地速度一直增加直到最

低点;

当k<k临界 时,物块对地速度先增后减.
(3)物块下滑过程中,存在另一临界质量比

k翻转,当k>k翻转,以圆弧槽左下端点为力矩参考点,

会出现弹力逆时针的力矩大于圆弧槽重力的力矩,

使圆弧槽逆时针翻转,由于翻转的情形过于复杂,本

文在圆弧槽不翻转的前提下进行研究.故本文k的

取值范围为0<k<k翻转 .
(4)物块所受圆弧槽弹力T 的最大值在最低点

取到.
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