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摘 要:网球塔搭建结构丰富多变,不同搭建结构下,网球塔的稳定性和结构限制都将发生变化.将结构限制理

解为球与球之间的具体几何关系,对于稳定性的判断,用塔身是否能保持静止为定性判据,以3n+1类型的网球塔

为例,分别对顶层 次顶层网球、递推层网球、底层网球进行受力平衡分析和力矩平衡分析,得到了网球塔搭建成功

的最小静摩擦因数要求.之后将相关分析外延到一层多球等其他结构,得到不同搭建结构下,网球塔保持稳定的最

小静摩擦因数.
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1 引言

通过每层3个网球、顶部1个网球的方式来堆

叠建造一座塔,研究这种塔的结构限制和稳定性.当
每层使用3个以上的球并且在顶层使用合适数量的

球时,情况如何变化? 这个问题来源于2022年

IYPT(国际青年物理学家锦标赛).
2019年5月23日格鲁吉亚物理学家安德里亚

在不使用任何胶带、胶水和其他黏合剂的情况下,仅
利用网球表面的摩擦力成功搭建了一座9层小塔,
刊登于PhysicsWorld 杂志上.

文献[1]通过分析网球塔最上面3层网球的稳

定条件得出,只有在网球的最大静摩擦因数不小于
 
2的条件下,网球小塔才能仅靠网球之间的摩擦

力保持稳定.
网球塔搭建结构丰富多变,不同搭建结构下,网

球塔的受力情况、稳定性和结构限制都将发生变化.
网球塔搭建背后的理论依据涉及摩擦学、静力学、弹
性力学等多个学类,该研究在工程、建筑方面有着广

泛的运用,具有重要的研究价值.构建其理论模型将

有助于相关建筑结构的研究.

2 3n+1网球塔结构稳定的条件分析

根据受力情况的不同,将3n+1网球塔结构整

体分为3个部分,分别分析顶层球与次顶层球间的

摩擦因数临界值、递推层之间的摩擦因数临界值、球

与地面的摩擦因数要求.
在此处设定网球塔搭建为理想情况,具体是指

将网球看成刚性小球,并且按照顺序致密排列,因此

认为同层球之间不存在作用.本文中网球塔的层数

用n来表示(不包括最顶层的网球),从上到下数层

数,默认顶层的网球为第零层.

2.1 顶层次顶层球间摩擦因数的分析

2.1.1 角度分析

对于从顶部开始的3层球画出俯视图如图1所

示,其中G 为顶层球球心位置,A、B、C 分别为次顶

层3个球的球心位置,D、E、F 分别为次顶球下方一

层球的3个球的球心,其中K 为A 网球和B 网球的

接触点.角度分析几何示意图如图2所示.

图1 网球塔几何分析示意图
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图2 角度分析几何示意图

假设θ角是该研究球的球心与上层球接触点的

连线与竖直方向的夹角,根据几何关系可以知道

sinθ=
 
3
3   cosθ=

 
6
3

2.1.2 受力分析

由于网球塔结构具有对称性,取次顶层中一个

球进行受力分析,如图3所示.该球受到自身的重力

G、顶层球挤压的力N0 以及顶层球的摩擦力f0,假
设该球与顶层球的接触点与球心的连线和竖直方向

的夹角为θ;下层球与其接触点为A 点,A 点与球心

连线与竖直方向的夹角为φ.

图3 次顶层某一球受力分析图

此时根据平衡条件有

N0cosθ+f0sinθ=13mg

N0dsin θ+( )φ +mgdsinφ=

f0 r+dcosθ+( )[ ]φ

其中f0=μN0,d=
 
3
2r为轴到球心的距离.结合角

度关系,可以得到摩擦因数的临界值

μ=
 
2

2.2 递推层间摩擦因数的分析

2.2.1 角度分析

如图4所示,假设φ 角是该研究球的球心与上

层两球接触点的连线中点与竖直方向的夹角,其中

K 为A 网球和B 网球的接触点.
根据几何关系可以知道

sinφ=13  cosφ=2
 
2
3

图4 角度分析示意图

2.2.2 受力分析

对于递推层可以根据图5所示的受力分析图进

行问题简化.根据上下层的对称关系,此时θ角的大

小与φ 角的大小相同.寻找通项公式(其中n表示当

前网球层数,不包含最顶端的球,n∈N+,n>2).

图5 递推层某一球受力分析图

图5所显示的是网球在竖直平面上的投影,B
点是转动轴(网球与下一层两球接触点的连线)的

投影点.为方便对单个球的情况进行分析,我们设水

平方向受到两个球对该球的作用力为2Fny,同理竖

直方向上的力为2Fnz,绕转动轴,由力矩平衡方程

可得

mgdsinφ+2Fnz·0=2Fny·2dcosφ
解得

Fny =
 
2
16mg

再将Fny 与Fnz 分解在接触点支持力N 的方向,以及

分解在摩擦力f的方向上,即对于这个平面,有

Nnl =Fnzcosφ-Fnysinφ
fnl =Fnzsinφ+Fnycosφ

为分析三维受力,可以作出等效力投影分析示

意图,如图6所示,其中yn、yn+1 是选取的坐标轴,为
两球心连线的方向.对实际球心位置进行分析,两个

坐标轴间的夹角α为60°.
结合三维受力,应从上方投影进行分析,并且设

出Fnx 方向(Fnx 垂直于Fny).在此部分,已知对第n

层有Fny=
 
2
16mg,那么对第(n+1)层y方向由等效

受力有

F n+( )1 y =-cosαFny +sinαFnx
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可以解得

Fnx =
 
6
48mg

图6 等效力投影分析示意图

如图7所示,对第n层其中一个网球进行受力

分析,这个网球会受到4个网球的作用力.以该球球

心为原点,建立空间直角坐标系.

图7 中间层坐标系示意图

取球半径为R,由致密结构的几何关系可得4
个接触点坐标
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选取原点为参考点对研究对象进行受力分析,利
用结构对称性,即同层球对该球在同方向上的分力大

小相等,且支持力必沿两球球心可将关于力的平衡和

力矩的平衡的6个方程简化为以下3个独立方程

∑Fx:f n+( )1 z+f n-( )1[ ]z
1
2R+

f n+( )1 y +f n-( )1[ ]y

 
6
3R=0

∑Fy:f n+( )1 y +f n-( )1 y +N n+( )1 y +N n-( )1 y =0

∑Fz:2f n+( )1 z+2f n-( )1 z+

2N n+( )1 z+2N n-( )1 z=mg
其中f为摩擦力,N 为支持力,下标 n+( )1 表示下

层球对该球的作用力,下标 n-( )1 为上层球对该球

的作用力.
由摩擦力与压力方向正交,可得以下2个独立

方程

f n+( )1 xN n+( )1 x +f n+( )1 yN n+( )1 y +

f n+( )1 zN n+( )1 z=0

f n-( )1 xN n-( )1 x +f n-( )1 yN n-( )1 y +

f n-( )1 zN n-( )1 z=0
在x、z方向上整体受力有

N n+( )1 z+f n+( )1 z=3n+1
6 mg

f n+( )1 x +N n+( )1 x =F n+( )1 x =Fnx =
 
6
48mg

又支持力必沿两球球心连线,故

N n+( )1 x =
 
3
6N n+( )1

N n+( )1 y =12N n+( )1

N n+( )1 z=
 
6
3N n+( )1

联立以上方程可以解得

f n+( )1 x =
 
6
48mg-

 
3
6N n+( )1

f n+( )1 z=3n+1
6 mg-

 
6
3N n+( )1

f n+( )1 y =-
 
6
16mg

N n+( )1 =
 
6-9

 
2+16

 
23n+( )1

72
 
3

mg

则下层球与该球之间的静摩擦因数通过摩擦力与压

力作比得到

μ={-13+
48

 
34+

 ( )3 3n+( )1 -108
 
3

16
 
23n+( )1 -9

 
2+

 
6

-

24396n3n+( )1 -[ ]9·[1024 3n+( )1 2+

264
 
3-( )576 3n+( )1 +336-72

 
3]-1}

1
2

摩擦因数与层数关系如图8所示.

图8 摩擦因数与层数关系图

2.3 底层球与地面间摩擦因数的分析

球与地面间摩擦受力分析如图9、图10所示.
—951—

2023年第10期 物理通报 物理与生活



图9 地面摩擦受力分析示意图(1)

图10 地面摩擦受力分析示意图(2)

以底层球与地面接触点D 为平衡点,由力矩平

衡方程可以得到

Fxl1=Fzl2
其中

Fz= 3n-( )2 mg
3

l1=3+
 
6

3 r  l2=
 
3
3r

可以解得

Fx =
 
3-

 ( )2 3n-( )2 mg
3

以底层球质心Q 为平衡点,有

Fxl3+f1r=Fzl4
解得

f1=
 
3-

 ( )2 3n-( )2 mg
3

N1= 3n+( )1 mg
3

由μ1N1 ≥f1,可以解得地面的摩擦因数

μ1 ≥
 
3-

 ( )2 3n-( )2
3n+1

由此可以求出球与地面间的摩擦因数临界值.

3 一层多球的摩擦因数条件

如果顶层球数为1,要使一层多球的网球塔可

以搭建成功,则需使顶层与次顶层球心距离h<
2R,OD 是两球心连线的水平投影,由几何关系知

OD 与竖直方向的夹角为π
A
,满足上述条件需要

R
sinπA

<2R,得到A<6的结论.即只需要考虑到正

五边形底面的情况.一层多球情况几何分析示意图

如图11和图12所示.

图11 一层多球几何分析示意图(1)

图12 一层多球几何分析示意图(2)

顶层和次顶层球间的受力关系如图13所示.

图13 次顶层球受力分析图

由图13分析可得满足平衡条件

N0cosθ+fsinθ=1Amg

次顶层球绕接触点连线的轴由力矩平衡可得

N0dsin θ+( )φ +mgdsinφ=
fr+dcosθ+( )[ ]φ

对于正四边形,由图14所示的几何分析图可以

得出角度关系

sinθ= 1

2sinπ4

=
 
2
2

sinφ=
cscπ4-cotπ4

 
3

=
 
6-

 
3

3

代入计算可得此时顶层和次顶层间的摩擦因数

应该满足条件

μ≥1.53859
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图14 一层4球几何分析图

对于正五边形,由图15所示的几何分析图可以

得出角度关系

sinθ= 1

2sinπ5

sinφ=
cscπ5-cotπ5

 
3

=
 
6-

 
3

3

图15 一层5球几何分析图

代入计算可得此时顶层和次顶层间的摩擦因数

应该满足条件μ≥2,由此可知,一层4球和一层5球

的情况下,要想搭建成功需要的摩擦因数大于3n+
1结构所需的摩擦因数.

4 总结

综上所述,可以得到以下结论:
(1)mn+1结构搭建的网球塔,越低的层级所

需的摩擦因数越小,最高一层网球需要的静摩擦因

数最大.
(2)对于3n+1结构,顶层和次顶层的网球之间

所需摩擦因数为 
2,网球之间的摩擦因数由于压力

的增大而减小,不满足平衡所需的摩擦因数时会导

致网球塔坍塌.
(3)一层4球和一层5球的情况下,要想搭建成

功需要的摩擦因数应大于3n+1结构所需的摩擦

因数.
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学他的实验室.前一天他的团队已经准备好了75L
的液态空气,整个系统的气密性也检查完毕.上午的

主要目标是制备液氢,顺利进行.下午1:30,20L液氢

已经制备完毕.下午2:30,开始液化氦气.下午4:00
多,昂内斯的夫人带午饭前来探望,而此时的昂内斯

在忙着查看仪表、发指令、转动活栓等等,他的夫人只

能不时地给他嘴里塞几片三明治.氦气经过液态空气

和液氢的制冷,再经过多孔塞,这样循环多次,温度慢

慢下降.晚上7:30,温度计示数停在4K不动了.在一

位同事的建议下,昂内斯查看了最后的成果:在容器

中,液氦的气液交界面清晰可见.氦气被液化了.

9 尾声

杜瓦一直忽视理论,发表的文章从来不包括任

何理论,他认为实验才是物理前进的动力.而昂内斯

则不一样,研究低温对物体性质的改变是他的主要

目标.他把整个气体液化实验建立在对范德瓦尔斯

的理论验证上,主要是非理想气体的状态方程和对

应态定律.对应态定律对于氦气沸点的预测以及实

验仪器的建造有着巨大的指导意义.

在气体液化实验中,加高压是常有的事,甚至可

以达到两三百个大气压;需要低温,而玻璃容器很容

易在低温下破裂甚至爆炸.在杜瓦的实验室,确实发

生了多次爆炸,导致两个助手都炸瞎了一只眼睛,自
己也差点被炸死.氦气被液化后,荷兰的莱顿成为了

地球上温度最低的地方.昂内斯液化了氦气的消息

对于杜瓦无疑是一个沉重的打击.杜瓦和他的助手

莱尼克斯(RobertLennox)大吵了一架,争吵当时

为什么不用金属器材,这样实验可以进行得更快.在
实验中右眼失明,受了多年委屈的莱尼克斯终于爆

发了.他冲出了实验室,临走前留下了一句话:我再

也不会回来,除非你死掉.他信守了这个诺言.
氦气的液化为这场旷日持久的低温竞赛画上了

句号.此后,杜瓦再也没有回到低温物理,转向研究

肥皂泡,令人唏嘘.氦气液化后的第三年,昂内斯发

现了超导,两年后,他获得了诺贝尔物理学奖.
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