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摘 要:目前国内物理专业为期一学期的“数学物理方法”课程多缺乏对于希尔伯特空间及相关概念的讲解,

然而此部分内容对于物理专业的后续学习非常重要.为了进一步提高“数学物理方法”课程的教学效果,针对希尔

伯特空间部分进行了教学改革实践.本文阐述了本次教学改革的教学安排和授课内容,展示了收集到的效果反馈,

并对其进行了讨论和分析,从而得出一些具有建设性的改革方向,为大家进一步教学改革提供参考.
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  数学物理方法作为物理专业本科期间的一门

重要课程,旨在运用数学的语言和方法来解决物理

问题.数学物理方法一般包括复变函数论和数学物

理方程两部分,通过对一些数学方法的学习,为后续

的量子力学等物理课程乃至一些研究生课程的学习

打下基础.
在数学物理方程部分,一般从数学物理遇到的

典型的定解问题开始,将物理问题用偏微分方程表

达出来,称为数学物理方程.在给定的定解条件下,

求解数学物理方程,称为数学物理定解问题.求解定

解问题的一个基本解法是分离变数法,其基本思想

是把偏微分方程分解成几个常微分方程.当常微分

方程附以边界条件,则成为本征值问题.满足边界条

件的非零解仅在方程的参数取某些特定值时才存

在,这些特定值叫做本征值,相应的非零解叫做本征

函数.
常见的本征值问题一般归结为施图姆 刘维尔

本征值问题.若函数具有连续一阶导数和分段二阶

导数,且满足本征函数所满足的边界条件,就可以展

开为广义傅里叶级数.为便于学生们更加深刻地理

解广义傅里叶展开,教材中一般会引入希尔伯特空

间的介绍,例如梁昆淼先生等所著的《数学物理方

法》一书中,用半页的篇幅,类比矢量的正交、投影

等概念简单介绍了带权重的正交关系、广义傅里叶

展开以及完备性的概念.相关介绍到这里便戛然而

止,并未对希尔伯特空间作严格定义,只简单将其描

述为“某种无限维空间”[1].然而此表述不完全准确,

容易引起学生误解.
希尔伯特空间的概念对量子力学是非常重要

的,是量子力学背后严格的数学框架的一部分.数学

物理方法中对希尔伯特空间讲解的不足,会加大学

生在学习量子力学时的困难,使得学生们不容易理

解其数学基础.在2021—2022学年第二学期山东大

学物理学院强基班、基地班及英才班的“数学物理方

法”课程的教学中,我们对教学内容作了改革,尝试

加入了希尔伯特空间相关知识的讲解,并收集了学

生的反馈意见.在本文中,我们试做一总结,简单阐

述本次教学改革的教学安排,展示收集到的反馈,并

对其进行讨论和分析,为大家进一步教学改革提供

参考.

1 教学内容

希尔伯特空间是欧几里得空间的推广,其不再

局限于有限维的情况,将无限维也纳入考虑范围.希

尔伯特空间是完备的内积空间.由于具有完备性,希

尔伯特空间具有许多好的性质,任意波函数都可以

在希尔伯特空间中用完备的本征函数系的线性组合

来表示.希尔伯特空间是量子力学的表示空间,波函
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数处于希尔伯特空间中,力学量算符相当于线性变

换,作用于波函数之上.每一个描述微观粒子运动状

态的态函数在某确定时刻都是希尔伯特空间中的一

点,当态函数随着时间演化时,将在希尔伯特空间描

绘出一条曲线[2].因此,希尔伯特空间对于量子力学

至关重要,为量子力学奠定了严谨的数学基础.
鉴于希尔伯特空间的重要性,我们尝试在数学

物理方法的课程中加入希尔伯特空间的内容.本次

教学改革实践面向2020级山东大学物理学院基地

班、强基班及新工科英才班的学生.在2022年春季

学期的数学物理方法课程中,当完成施图姆 刘维尔

本征值内容的讲解之后,我们在第16周增加2个课

时,介绍希尔伯特空间的相关内容.
施图姆 刘维尔本征值问题引出广义傅里叶级

数,而广义傅里叶展开需要在希尔伯特空间进行.我

们对于希尔伯特空间的介绍大概顺序如下:

首先介绍了矢量空间、内积空间及对偶空间的

定义和性质,并简单介绍了完备性的概念,从而引出

希尔伯特空间的定义 ——— 完备的内积空间[3],向学

生阐释了“希尔伯特空间是什么”.而后由希尔伯特

空间的完备性,指出希尔伯特空间具有许多好的性

质并简单介绍其中最为重要的几条.例如希尔伯特

空间与其对偶空间同构等.至此,我们完成了最基

本、最核心的部分 ——— 希尔伯特空间及其对偶空间

的介绍.
第二部分内容包括希尔伯特空间的正交归一

基,线性独立的定义,以及正交归一序列及完备序列

等概念.而后,我们进入第三部分内容 ——— 希尔伯

特空间上的线性算符.由易到难,由浅入深依次介绍

了算符,线性算符,对偶算符,伴随算符以及厄米算

符等概念.另外,我们简单介绍了Dirac的左右矢记

号,但并未展开做过多讲解和证明,该部分内容会在

量子力学中具体学习.
最后,我们简单介绍了无界算符及其自伴性.该

部分内容属于延伸拔高内容,难度较大.在该部分

中,首先给出有界算符和无界算符的定义,而后是稠

定算符,自伴算符以及厄米算符的概念及其相互联

系和区别.最后简单提及谱的概念,随之引出对自伴

算符的谱分解定理.至此,关于希尔伯特空间以及相

关概念的介绍结束.

2 反馈和讨论

为了更好地反映本次课程的教学效果,进行更

深入的教学研究,本次课后我们安排了线上调查问

卷,用来收集学生们的学习效果和反馈.为了在有限

的几个问题中最大程度地获得有用的信息,我们以

如下的思路设定相关问题:首先通过几个简明的问

题来整体上反映本次课程对学生的帮助程度;其次,

针对帮助程度较小的情况,结合后续的问卷问题分

析其主要原因;而后,通过设置更为详细的问卷问

题,将上述原因细化到具体授课内容.最后,结合学

生的反馈建议,进一步归纳总结.
根据上述思路,我们在本次问卷中共设置了9

个问题,前6道是单选题,后3道是多选题.最终回

收到41份有效问卷,我们对回收到的数据进行了统

计和分析.
问卷前3题的目的在于探究参与本次教学改革

的学生在此次课程中的受益程度,该目标可通过比

较授课前后学生对希尔伯特空间的理解程度来体

现,同时辅之以学生对该问题(即本次课程是否有帮

助)的直观感受.二者相结合,即可反映本次课程对

学生的帮助程度,另外,两者相比较也可以互相检验

问卷结果的一致性和可靠性.此外,针对帮助较小的

情况,我们增加第4题来探究其原因.前4个题的题

目以及问卷结果表示在图1中.
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图1 问卷1~4题的调查结果

对比授课前后学生对希尔伯特空间的理解程

度,由图1中的(a)可知,在本次课程之前,有近2
3

的

学生对希尔伯特空间是没有任何了解的,约1
3

的学

生表示稍有了解,总体上学生对希尔伯特空间的了

解程度是很低的.而图1(b)显示,在本次课程之后,

51.2% 学生对希尔伯特空间有了初步了解,41.5%

的学生表示基本理解了相关内容.可见,经过本次课

程的学习,90% 以上的学生对希尔伯特空间有了不

同程度的了解,绝大多数学生对希尔伯特空间的理

解显著提高.

在第3题的回答中,48.8% 的学生认为该堂课

对自己略有帮助,43.9% 的学生明确表示有帮助,

4.9% 的学生认为该课堂对自己非常有帮助,也就

是说,97.6% 的学生认为自己从这堂课中获得了不

同程度的帮助.在第4题的回答中,56.1%的学生认

为该堂课的内容难度略大,31.7% 的学生认为难度

适中.值得注意的是,约半数学生认为该堂课对自己

仅是略有帮助,也就是说帮助不够大.为找到原因,

我们对第3题和第4题进行了交叉分析,如表1

所示.

表1 针对第3题和第4题的交叉分析

选项 难度太大 难度略大 难度适中 难度太小

完全没帮助 0(0%) 0(0%) 0(0%) 1(100%)

略有帮助 4(20%)12(60%)4(20%) 0(0%)

有帮助 0(0%) 11(61%)7(39%) 0(0%)

非常有帮助 0(0%) 0(0%) 2(100%) 0(0%)

  在表1中,我们可以看到选择略有帮助的学生

中,有80% 认为课程难度较大(包括难度太大和难

度略大).因此,可以推测半数学生从该课程中所获

得的帮助有限很可能是因为课程难度较大,对听课

的专注度和数理思维提出了更高的要求,导致一些

学生一时间不太适应,接收到的有效知识有限.可

见,课程难度的问题值得进一步思考,在后续的问卷

题目中我们将会进一步探讨.

为了调查学生对希尔伯特空间重要性的认识,

我们设置了第5题.此外,我们注意到,在山东大学

物理学院的课程设置中,有学生反映由于量子力学

教材(如曾谨言所著的《量子力学教程》第三版、陈

鄂生所著的《量子力学基础教程》第七版等)中没有

对希尔伯特空间相关内容的具体讲解[45],在量子

力学教学中一般默认希尔伯特空间的基础知识在数

学物理方法中学过;由于缺乏直接的应用,数学物理

方法的教材(如梁昆淼所著的《数学物理方法》第五

版)中对希尔伯特空间的讲解较少.以往,任课教师

通常认为在量子力学中才会学习这部分内容.我们

了解到一些兄弟院校,也存在类似的情况.对于这一

课程衔接中的空白现象,我们补充了第6题了解学

生对此问题的看法,来辅助分析.第5,6题的题目与

结果显示在图2中.

由图2,我们可以看到,图2(a)中63.4% 的学

生认为希尔伯特空间对量子力学非常重要,80% 以

上的学生都认可希尔伯特空间的重要性.从图2(b)

的数据中可以看出,针对数学物理方法和量子力学

课程中关于希尔伯特空间的衔接问题,90.3% 的学

生认为在数学物理方法的课程中补充希尔伯特空间

的知识有必要或非常有必要,可见,绝大多数学生均
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认可本次教学改革的必要性.

图2 问卷5~6题的调查结果

前文中我们曾提及部分学生认为课程难度较

大,为了更精准地分析和解决问题,我们尝试将其细

化到具体的授课内容和数学概念.在第7题中,我们

罗列了本节课所讲到的一些重要概念,让学生选出

自己掌握的部分.而在第8题中,我们挑选了一些学

生可能认为难度较大的概念,作为多选的选项.虽然

以上两题的选项同样是罗列本节课中涉及的数学概

念,但在具体设置时,我们的侧重点有所不同,第7
题侧重于调研学生掌握到的知识,因而我们选择了

一些更为基础的概念,而第8题旨在调查学生认为

不易理解的内容,因此,我们挑选了相对来说更为艰

深的拔高性概念.最后,我们根据以上的问题和可能

存在的其他不足,在第9题中提出了4个主要的改

进建议以供选择.这3个题目内容以及调查结果显

示在图3中.
在图3中,由图3(a)所示的数据可知,80% 以

上的学生理解了内积空间和希尔伯特空间等基本的

空间概念,60% 左右的学生学到了希尔伯特空间的

对偶空间、希尔伯特空间中的正交序列和完备序列、

希尔伯特空间上的线性算符、厄米算符等重要概念.

掌握程度最低的是Dirac的左右矢记号,但也达到

48.8% 的百分比.这是由于Dirac记号是量子力学

课程中的内容,所以在本次授课过程中没有进行过

多的详细介绍.

图3 问卷7~9题的调查结果

对于图3(b)中难度较大的一些概念,50% ~

70% 的学生认为无界算符及其自伴性的相关内容

(无界算符、稠定算符、自伴算符、谱理论)以及拓扑

概念不易理解.这是一个合理结果,无界算符及其自

伴性本身就是本次课程中难度较大的延伸内容,而

拓扑概念更是超出此次内容的要求.对于这些难度

较大的概念,后期可以考虑适当地删减,并推荐合适
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的参考书供有兴趣的学生进一步学习.
图3(c)收集了学生们关于课程的建议.可以看

到近90% 的学生建议补充一些具体的例题和概念

的应用,从而使抽象的概念在应用中具象化,以便加

深理解.相反,建议补充数学证明过程的人数是最少

的.因此相对而言,大部分学生更关注知识的应用而

非数学的证明.另外两个选项,“删减一些难度较大

的概念”和“补充更多概念和延伸内容”的建议处于

中等,人数相对比较接近.这个结果可能是由学生的

数理基础差异和思维能力不同导致的:程度较好的

学生希望了解更多的延伸内容,基础稍弱的学生则

希望删减难度较大的概念.这种现象在其他课程中

也是存在的.

3 结束语

基于我们对问卷结果的讨论和分析,可以肯定

的是本次教学改革的效果整体上是成功的,课程内

容的难度问题需要做进一步改进.结合学生们的建

议和反馈,在教学内容上可以有两个改进方向:第
一,删减一些难度较大不易理解的概念,将教学的重

心放在希尔伯特空间相关的基础性概念上,对于难

度较大的延伸性内容,可以推荐合适的书籍供有兴

趣的学生进行深入学习.另一方面,由于数学概念相

对比较抽象,可以对应地补充一些具体的例题和应

用,让学生在应用中体会抽象的概念,从而加深

理解.
此外,通过观察课堂中学生的听课状态,我们发

现新加内容的讲述需要精心安排讲述的时间.由于

本次教学中心内容安排在第16周讲,正处于考试周

之前.考试复习的压力使一些学生对接收新知识(尤
其是非考试要求的知识)的兴趣显著降低,课上听

讲的专注度下降,因此授课效果受到影响.我们后续

计划适当调整关于希尔伯特空间的课时安排,比如

在课程中期讲授傅里叶级数的时候便可以尝试引入

广义傅里叶级数的概念,从而引入希尔伯特空间的

一些相关概念,为后期特殊函数的广义傅里叶展开

以及希尔伯特空间进一步的讲解做铺垫.通过循序

渐进地渗透式讲解,或许可以达到更好的授课效果.
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Abstract:Atpresent,mostoftheone-semestercoursesof“methodsofmathematicalphysics”forphysics

studentsinChinalackthecontentsofHilbertspaceandrelatedconcepts.Nevertheless,thispartisveryimportant

forthestudents′subsequentcoursesandstudies.Inordertoimprovetheteachingeffectofthecourse,theauthors

carriedoutteachingreformonthecourseandaddedthecontentsofHilbertspace.Inthispaper,theteaching

arrangementandcontentofthisteachingreformisdescribedanddiscussed,aswellasthefeedbackcollectedfrom

thestudentswhotookthecourse.Bythispaperweaimtogivesomeconstructivesuggestionsforotherteachersand

wishithelpfulforfurtherteachingreformofthiscourse.

Keywords:methodsofmathematicalphysics;teachingreform;Hilbertspace;quantum mechanics;students′

feedbackandanalysis
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