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摘 要:求解弹簧耦合摆的简正频率是理论力学中一道非常经典的题目,用分析力学的角度研究该题是一种重

要的方法.目前对弹簧摆的研究多针对两单摆间的距离恰好等于弹簧原长;而当距离略大于或小于弹簧原长时,平

衡状态下单摆摆线不再处于竖直状态,由于涉及不同的小角度近似,系统动能和势能的表示都变得更为复杂.本文

探究了弹簧耦合摆系统的简正频率与系统静止时摆线偏移竖直方向角度的关系,利用 MATLAB计算对比了是否

使用小角度近似的运动过程,得到了近似解的适用情况.最后,在不考虑小角度的情况下,计算了拍频与弹簧固有频

率、单摆固有频率和单摆平衡状态下偏移角度的关系.
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  自然界中相互作用的振动系统非常普遍,如电

学中电容和电感耦合的振荡回路[1]、固体晶格中相

邻原子的振动模式[2]以及光子和声子耦合产生的

电磁耦合场[3]等.相互作用将使振动系统呈现丰富

的运动学行为,因此对其研究十分必要.在力学中,

弹簧耦合摆也属于此类系统.由两个单摆悬挂于同

一水平线上,两摆球以弹簧连接,实现振动的相互

耦合.
目前关于弹簧摆的研究文章中,大多针对两摆

悬挂点间距离恰好等于弹簧原长的情况进行研

究[46],具有一定局限性.当两单摆悬挂点间的距离

略大于或小于弹簧原长时,平衡状态下单摆在竖直

方向的角度偏移使动能和势能的表达式更为复杂,

呈现的拍现象也受更多因素的影响.本文从两摆间

距离略大于弹簧原长的情况入手,在小角度近似的

情况下从分析力学的角度进行求解.笔者利用

MATLAB计算了非小角度近似下的数值解,对其

运动产生的拍进行探究,与两摆间距离等于弹簧原

长的情况对比.对于两摆间距离略小于弹簧原长也

可以用类似的求解方法.

1 模型构建

图1为弹簧摆在静止状态下的示意图.轻质弹

簧劲度系数均匀为κ,轻质摆线长l,小球A,B均视

为质点,质量均为m,初始偏角均为θ0,两摆悬挂点

间距离为L,弹簧自然长度L0,L0 略小于L,所需物

理量均在图中标出.
假设不考虑外界空气阻力等耗散影响,弹簧与

小球在竖直平面内运动.两摆的角度取逆时针为正

方向,处于平衡状态时,设弹簧压缩量为Δx0,小球

A的平衡角度为+θ0,小球B的平衡角度为-θ0.

图1 静止状态下系统示意图

由虚功原理得

mgδy+κΔx0δx=0 (1)
又有

δy=lδcosθ0
Δx0=L-2lsinθ0-L0

—441—

2024年第1期 物理通报 物理问题研究

作者简介:高金泽(2002  ),女,在读本科生.
通讯作者:王爱记(1990  ),男,实验师,研究方向为大学物理实验教学研究.



δx=lδsinθ0 (2)

联立式(1)、(2),设l0=L-L0,则有

mgtanθ0=κl0-2lsinθ( )0 =κΔx0 (3)

如图2所示设摆线偏离平衡位置的角度为

θ1、θ2.

图2 运动过程中系统示意图(图中两小球偏离竖直

方向角度分别为θ1+θ0,θ2-θ0)

则小球A的位置坐标为

x1=lsinθ0+θ( )1 -L
2

y1=-lcosθ0+θ( )1

B的位置坐标为

x2=lsinθ2-θ( )0 +L
2  y2=-lcos(θ2-θ0)

设悬挂点所在的水平线为重力势能零点,系统平衡

状态下的弹簧弹性势能为弹性势能零点,则系统的

动能T、重力势能Vg 和弹性势能Vk 满足

T=12ml2(θ21·+θ22·) (4)

Vg=mgy1+y( )2 (5)

Vk=12κ
(Δx2+Δy2 -L0)2 (6)

考虑小角度振动,Δy
Δx

为小量可作近似处理

Vk=12κ
[Δx-L( )0

2+Δy2] (7)

Δx,Δy可表示为

   
Δx=x2-x1

Δy=y2-y
{

1

(8*)

即

Δx=lsinθ0θ21+θ22
2 -æ

è
ç

ö

ø
÷2 +lcosθ0θ2-θ( )1 +L

Δy=lcosθ0θ
2
2-θ21
2 -lsinθ0θ2+θ( )

{
1

(8)

对式(5)小量展开可得

Vg=mglcosθ0θ
2
1+θ22
2 +sinθ0θ1-θ( )

é

ë
êê

ù

û
úú2 (9)

式(3)、(8)代入式(7)可得

Vk=κΔx0lsinθ0θ
2
1+θ22
2 +cosθ0θ2-θ( )

é

ë
êê

ù

û
úú1 +

1
2κl

2 cos2θ0 θ2-θ( )1
2+sin2θ0 θ2+θ( )1[ ]2 (10)

联立式(9)、(10),令V=Vg+Vk,则可得

V=Aθ21+θ( )22 +Cθ1θ2 (11)

其中

A= mgl
2cosθ0+12κl

2

C=κl2sin2θ0-cos2θ( )0 (12)

由于考虑θ0 < π4
,故C<0.则拉格朗日量

L=12ml2(θ
·
2
1+θ

·
2
2)-

Aθ21+θ( )22 -Cθ1θ2 (13)

2 简正分析

2.1 求解简正频率

拉格朗日量L中含有关于坐标θ1、θ2的耦合项,

在求解问题时,往往通过构造矩阵V 和T 求解简正

频率进而求解简正坐标.
由式(4)、(11),列出势能、动能对应的矩阵[7]

   

V=
2A C
C 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

A

T=
ml2 0

0 ml

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

{
2

(14)

并记P=V-ω2T,令det(P)=0,得

  
2A-ω2ml2 C

C 2A-ω2ml2
=0

解得系统的简正频率

ω1= 2A+C
ml2   ω2= 2A-C

ml2
(15)

由于

2A+C=mgl
cosθ0+2kl2sin2θ0 >0

又C<0,故ω1、ω2 均为实数,且ω1 <ω2.
2.2 构造简正坐标

代入简正频率ω 后,矩阵P 的本征矢量即为原

广义坐标线性组合的系数,如此可得到各简正频率

ω 对应的简正坐标.
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当ω=ω1 时,代入矩阵P得

P=
-C C
C -

æ

è
ç

ö

ø
÷

C
其特征向量n1=(1,1).

当ω=ω2 时,代入矩阵P得

P=
C Cæ

è
ç

ö

ø
÷

C C
其特征向量n2=(1,-1).

所以对应ω1 的简正坐标为ξ1=θ1+θ2,对应ω2

的简正坐标为ξ2=θ1-θ2.
将ξ1、ξ2 代入拉格朗日量得

L=14 ml2ξ
·
2
1- 2A+( )Cξ[ ]21 +

1
4 ml2ξ

·
2
2- 2A-( )Cξ[ ]22 (16)

得到拉格朗日运动方程

1
2ml2ξ

··
1+Aξ1+C

2ξ1=0
(17 1)

1
2ml2ξ

··
2+Aξ2-C

2ξ2=
( )0 17 2

可以通过求解式(17 1)、(17 2),验证其对应

的简正频率正是式(15)中的ω1、ω2.
通过坐标变换得到的ξ1、ξ2 的物理意义十分明

显:ξ1=θ1+θ2 表示两小球组成的系统质心的运动,

ξ2=θ1-θ2 表示两小球的相对运动[8].系统的运动

可视为上述两种运动状态的叠加,由上述分析可得,

在初始偏移角度θ0<π4
情况下,系统质心运动频率

小于相对运动频率.
2.3 近似解与非近似解的对比

非近似解对动能T、势能V 中的小量θ1、θ2不做

近似处理.
根据

T=12ml2θ
·
2
1+θ

·
( )22

Vg=mgy1+y( )2

Vk=12κ
(Δx2+Δy2 -L0)2

得到拉格朗日量

L=T- Vg+V( )k

通过 MATLAB中的ode45解拉格朗日运动方

程得到数值解.
非小角度情况下,θ1 和θ2 的近似解与非近似解

如图3和图4所示,可以看出在静止时偏移角度θ0
以及θ1、θ2 的初始角度不在小角度范围内时(θ1 ≠
θ2),弹簧耦合摆形成拍,但近似解与非近似解描述

拍的拍频不同,此时用小角度近似不再合理.在θ0= π4
时,ω1=ω2,拍的现象消失,两摆做相同周期简谐振动.

图3 取θ1 ( )0 = π
4
;θ2 ( )0 = -π12

;θ0= π
3

时θ1、θ2 的近似解与非近似解
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图4 取θ1 ( )0 = π
4
;θ2 ( )0 = -π12

;θ0= π
3

时,非小角度情况下近似解与非近似解对比

3 与摆悬挂点间距等于弹簧原长情况的对比

当两单摆悬挂点间距等于弹簧原长时,弹簧耦

合摆的运动依旧形成拍.摆悬挂点间距等于弹簧原

长时,简正频率[6]为

ω0
1= g

l   ω0
2= g

l +2κm
(18)

由式(21),可以得到拍频ω0

ω0=ω0
2-ω0

1= g
l +2κm - g

l
( )19

当2κl≪mg 时,对ω0 进行小量展开得到

ω0= g
l 1+2κlmg -

æ

è
ç

ö

ø
÷1 =

κ
m
g
l

=ω2
s

ωp
( )20

故拍频ω0 正比于弹簧的固有频率ωs 的二次

方,反比于单摆固有频率ωp.改变ωs,测量运动拍频

ω0,拟合ω0 ω2
s 图像,根据其斜率1

ωp
,可得到单摆固

有频率ωp.用MATLAB在2κl≪mg和小角度近似

的条件下进行模拟计算[9],得到如图5所示的结果.

图5 取ωp=10rad/s时,ω0 小量展开的近似解与标准解对比

当ωs逐渐增大,2κl≪mg 的条件不再满足,小
量展开的近似解与标准解曲线出现偏差.

摆悬挂点间距大于弹簧原长时,由式(18)得拍

频ω> 为

ω> = ω2
p

cosθ0+2ω2
ssin2θ0 -

ω2
p

cosθ0+2ω2
scos2θ0 (21)

当2κl≪mg 时,对ω> 进行小量展开

ω>=
ω2
s

ωp
cosθ0cos2θ0 (22)

故拍频ω 除正比于弹簧的固有频率ωs 的二次

方,反比于单摆固有频率ωp 外,还与平衡状态时的

偏移角度θ0 有关.

图6 2κl≪mg 情况下拍频对比图

图6验证了上述结论,即在其他条件相同情况

下,两单摆悬挂点间距等于弹簧原长的情况下,拍频

恒大于悬挂点距离大于弹簧原长的情况.
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4 总结

本文探究了两单摆悬挂点间距大于弹簧原长情

况下的复杂弹簧耦合摆的小振动解.借助分析力学

的方法,在小角度近似条件下,列出拉格朗日方程和

动能、势能对应的矩阵,求解了系统运动状态.随着

θ0 的增加,ω1 单调递增,ω2 在θ0=θ0′满足式(19)时

取得最小值,且在极值两侧ω2 随θ0 的变化是近似对

称且平滑的.
在非小角度情况下,将近似解和非近似解的运

动图像进行对比,发现近似解的拍频稍大于非近似

解,近似计算不再合理.
在2κl≪mg的条件下,耦合摆运动的拍频满足

式(25),即拍频正比于弹簧的固有频率ωs 的二次

方,反比于单摆固有频率ωp,且与平衡状态时偏移

角度θ0 有关.两单摆悬挂点间距等于弹簧原长系统

的拍频恒大于悬挂点距离大于弹簧原长的系统.
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SmallVibrationSolutionsinComplexSituations
ofSpringCoupledPendulum

GAOJinze WANGAiji
(DepartmentofPhysics,BeijingNormalUniversity,Beijing 100875)

Abstract:Solvingthenormalfrequencyofspringcoupledpendulumisaveryclassicalproblemintheoretical

mechanics.Itisavaluablemethodtostudythisproblemfromtheperspectiveofanalyticalmechanics.Atpresent,

thestudyonthespringpendulum mainlyfocusesonthecircumstancewherethedistancebetweentwosimple

pendulumisexactlyequaltotheoriginalspringlength;however,whenthedistancebecomesslightlylargeror

smallerthantheoriginalspringlength,therepresentationofthesystem′skineticenergyandpotentialenergywill

bemorecomplicatedwiththedifferentsmall-angleapproximationsinvolved.Inthispaper,ageneralmethodof

constructingnormalcoordinatesisintroduced.Startingfromnormalfrequency,therelationshipbetweenanormal

frequencyofthesystemandtheoffsetangleofthesystematrestisexploredbycontrollingtheinitialrelease

anglesofthetwopendulumballstobenegativetoeachother.ThemotionprocessissimulatedbyMATLABand

compared.Afterthat,theapplicationofthesmallangleapproximatesolutionisobtainedandtherelationship

betweenthebeatfrequencyandthenaturalfrequencyofspring,thenaturalfrequencyofpendulumandtheoffset

angleofapendulumatequilibriumisverified.

Keywords:springcoupledpendulum;normalfrequency;beat;MATLAB
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