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摘 要:尝试利用电动力学中常用的求电势的方法“分离变量法”求解椭球星体的重力势增量.
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1 引言

在《中学奥林匹克竞赛物理教程电磁学篇》上

都有一道关于万有引力的经典题目[1]:一个密度

均匀的行星绕一个固定轴以角速度ω自转,行星的

赤道半径Re,略大于球的半径R,行星两极的半径

Rp 略小于球的半径R,用ε= Re-Rp

Re
描述变形的

大小,由于这种变形引起星球表面的重力势有一

增量ΔU= -25
GMR2

eε
r3 P2(cosθ),其中θ是球坐标

的极角,P2(cosθ)=32cos
2θ-12.对于这直接给出

的结论无论是学生,还是很多竞赛教练都百思不得

其解,因此笔者研读了电动力学中用分离变量法求

解均匀电场中均匀介质球内外的电势分布[2],从中

受到启发,于是准备借用分离变量的基本思路,尝试

求出椭球星体的重力势增量.

2 用分离变量法求解椭球星体的重力势增量

首先在椭球星体上建立如图1所示的直角坐标

系,然后写出椭球的方程

x2+y2
R2
e

+ z2
(1-ε)2R2

e
=1

由题设条件知:ε≪1,显然椭球关于z轴对称,

且球外引力势U 满足拉普拉斯方程

Ñ2U=0 (1)

轴对称情况下式(1)的通解为

U=∑
¥

n=0
(anrn + bn

rn+1)Pn(cosθ) (2)

图1 直角坐标系下的椭球星体

取无穷远处势能U=0,可得an=0,因此,式(2)

可简化为

U=∑
¥

n=0

bn

rn+1Pn(cosθ)

由引力和势能的关系可得

F=-ÑU=-∂U∂rr-∂Ur∂θθ=

∑(n+1)bnPn(cosθ)
rn+2 r+∑ bn

rn+2
∂Pn(cosθ)

∂θ θ

其中,Pn(cosθ)为勒让德函数.设

Pn(x)= 1
n! 2n

dn

dxn (x2-1)[ ]n

则

Pn(-x)= 1
n! 2n

1
(-1)n

dn

dxn (x2-1)[ ]n

可见,n 为奇数时,Pn(x)为奇函数;n 为偶数

时,Pn(x)为偶函数,且P′n(x)x=0=0.考虑到θ=π2
的点,由对称性知Fθ=0.所以

Fθ θ= π
2 =∑ bn

rn+2
∂Pn(cosθ)

∂θ =

∑ bn

rn+2
∂Pn(x)
∂x x=0

显然n为偶数时
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∂Pn(x)
∂x x=0

=0

从而得

Fθ=∑
n为奇数

bn

rn+2
∂Pn(x)
∂x

n为奇数时

∂Pn(x)
∂x x=0

= 1
2nn!

∂n+1

∂xn+1 (x2-1)n =

1
2nn!

∂n+1

∂xn+1∑
n

i=0
Ci

nx2i(-1)n-i

当且仅当2i=n+1时,该项不为零,故

∂Pn(x)
∂x x=0

= 1
2nn!

(n+1)! C
n+1
2n (-1)

n-1
2

可见∂Pn(x)
∂x x=0

=0,n为奇数时,必不为零.故要使

Fθ=0,只能bn =0,且n为奇数.
因此,对任意的r,使得Fθ θ= π

2=0,必有bn=0,

且n为奇数.因此

U=∑
n为偶数

bn
rn+1Pn(cosθ)=

b0
r +b2

r3P2(cosθ)+b4
r5P4(cosθ)+…

又θ=0,cosθ=1时,U0=b0r+b2
r3+

b4
r5+

…对应z轴

上引力势分布,在r>(1-ε)Re下求z轴引力势分

布,设星体密度为ρ,在(0,0,r)处有

U0=-Gρ∫[x2+y2+(r-z)2]-12dxdydz=

-Gρ∫
(1-ε)Re

-(1-ε)Re
{ ∬
x2+y2≤R2e-

z2

(1-ε)2

[x2+y2+

(r-z)2]-
1
2dxdy}dz=

-2πGρ∫
(1-ε)Re

-(1-ε)Re
[R2

e- z2
(1-ε)2+(r-z)2]

1
2dz=

-2πGρ∫
(1-ε)Re

-(1-ε)Re
{R2

e+r2-2rz-

1
(1-ε)2-é

ë
êê

ù

û
úú1z2}

1
2dz

只保留首阶非零项得

U0=-2πGρ·

∫
(1-ε)Re

-(1-ε)Re
(R2

e+r2-2rz - εz2

R2
e+r2-2rz

)dz
(3)

又ε≪1,故

R2
e+r2-2rz-2εz2 ≈

R2
e+r2-2rz(1- εz2

R2
e+r2-2rz) (4)

将式(4)代入式(3)并由积分公式

∫ax+bdx=23a (ax+b)3 +c∫ x2

ax+b
dx=

2
15a3(3a2x2-4abx+zb2) ax+b+c

可得

- U0

2πGρ
= -13r (R2

e+r2-2rz)3
(1-ε)

-(1-ε)
-

2r(1-ε)Re+ ε
15R3[3r3z2+2r(R2

e+r2)z+

2(R2
e+r2)2]R2

e+r2-2rz
(1-ε)Re
-(1-ε)Re

(5)

又

R2
e+r2-2rz

(1-ε)Re
-(1-ε)Re

=

(R2
e+r2-2rRe+2εrRe)

1
2 -

(R2
e+r2+2rRe-2εrRe)

1
2 =

[(r-Re)2+2εrRe]
1
2 -[(r+Re)2-2εrRe]

1
2

注意到ε≪1,对上式泰勒展开,并保留一阶小量得

R2
e+r2-2rz

(1-ε)Re
-(1-ε)Re

=

(r-Re)1+ εrRe

(r-Re)
é

ë
êê

ù

û
úú2

再将上式代入式(5)可得

U0=-Gρ
4
3πR

3
e
1
r -25

Gρ
4
3πR

3
eR2

eε

r3

又M=43πR
3
eρ为总质量,上式进一步化简可得

U0=-GM
r -25

GMR2
eε

r3

对比

U0=b0
r +b2

r3 +b4
r5 +…

易得

b0=-GM  b2=-25GMR2
eε

故 U=-GM
r -25

GMR2
eε

r3 P2(cosθ)

即得到重力势增量

ΔU=-25
GMR2

eε
r3 P2(cosθ)

(下转第82页) 
—87—

2024年第2期 物理通报 竞赛与物理专题研修



4 结论

热传导方程是一类重要的偏微分方程,本文以

均匀且各向同性的细棒为例,推导了细棒在传热过

程中温度所满足的偏微分方程,且对一些常见的定

解条件进行总结并举例说明.
致谢:作者非常感谢相关文献对本文的启发以

及审稿专家提出的宝贵意见.
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DerivationonOne DimensionalHeatConductionEquation
andtheSummaryofItsDefiniteSolutionConditions

MOHuixia MEITing
(SchoolofScience,BeijingUniversityofPostsandTelecommunications,Beijing 100876)

Abstract:Takingauniformandisotropicthinrodasanexample,wededucetheheatconductequationofone

dimensionbytwomethods,andgivesomedefinitesolutionconditions.

Keywords:heatconductionequation;definitesolutionconditions;Fourierlaw;energyconservationand

transformationlaw;Newtoncooling
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3 结束语

本文用求解静电场电势分布的分离变量法解决

了引力场中的引力势增量问题,一方面体现了引力

场与静电场的相似性,另一方面也体现了知识和方

法迁移的重要性.希望能给物理教学和竞赛辅导一

些参考,以期和广大同仁共勉.
参 考 文 献

[1]程稼夫.中学物理奥赛辅导力学篇[M].合肥:中国科技

大学出版社,2013.
[2]罗 琬 华.电 动 力 学[M].重 庆:西 南 师 范 大 学 出 版

社,2015.

SolvingtheGravitationalPotentialIncrementofanEllipsoidal
CelestialBodyUsingSeparationofVariablesMethod
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Abstract:Thispaperattemptstosolvethegravitationalpotentialincrementofanellipsoidalcelestialbodyusingthe

MethodofSeparationofVariables,acommonlyusedmethodforcalculatingelectricpotentialinelectrodynamics.
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