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摘 要:求解一般情况下一维三原子链的色散关系,讨论恢复力系数对色散关系的影响规律.研究结果表明,

一般情况下一维三原子链不同的原子间恢复力系数对各支格波的频率、频谱宽度以及频率禁带宽度的影响规律均

表现出不同特点,可实现对频率禁带宽度的精细调节.本文的相关研究结果是对固体物理学基础理论的深入探讨,

可为带通滤波器的工程设计提供理论指导.
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  晶格振动理论是固体物理学研究固体宏观物

理性质和微观运动规律的重要理论基础,而一维原

子链则是晶格振动理论的基本模型[1].关于一维单

原子链和一维双原子链的研究已有大量文献报

导[24].对于一维三原子链,文献[5]通过求解等间

距和等恢复力系数这种特定原子链的色散关系进而

分析其特点,在此基础上文献[6]则重点分析了原

子质量对色散关系的影响规律,文献[7]则对这种

特定情况下的一维多原子链色散关系进行了概括和

总结.与特定的一维原子链相比,一般情况下的一维

三原子链求解则更复杂,其物理性质也更丰富奇特、
更具普遍意义,有必要深入探究.

本文拟求解一般情况下一维三原子链的色散关

系,探究原子间恢复力系数对其色散关系的影响规

律,相关研究结果既可以拓展固体物理教学内容,也
可为科技工作者提供理论指导.

1 一般情况下一维三原子链模型及其色散关系

一般情况下的一维三原子链模型如图1所示.

图1 一般情况下的一维三原子链

近邻原子间距分别为a、b和c(晶格常数为d=
a+b+c),设m1、m2 和m3 分别表示原胞内小原子、

中原子和大原子质量,近邻原子间即小原子与中原

子、中原子与大原子及大原子和小原子之间的恢复

力系数分别为β1、β2 和β3.适当选取坐标原点使第n
个原胞内小、中、大原子平衡位置分别为nd、nd+a
和nd+a+b,设离开平衡位置的位移分别为x3n、

x3n+1 和x3n+2.
简谐近似下建立晶格原子的运动学方程为

m1x
··
3n =β1x3n+1+β3x3n-1-(β1+β3)x3n

m2x
··
3n+1=β2x3n+2+β1x3n -(β1+β2)x3n+1
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3n+2=β3x3n+3+β2x3n+1-(β2+β3)x3n+
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(1)

方程的试探解为简谐波

   

x3n+2=Cei[q(nd+a+b)-ωt]

x3n+1=Bei[q(nd+a)-ωt]

x3n =Aei(qnd-ωt
{

)

(2)

将上述试探解分别带入式(1)中得到关于振幅A、B
和C 的齐次线性方程组为

(β1+β3-m1ω2)A-β1eiqaB-β3e-iqcC=0

-β1e-iqaA+(β1+β2-m2ω2)B-β2eiqbC=0

-β3eiqcA-β2e-iqbB+(β2+β3-m3ω2)C=
{

0

(3)

根据方程组有非零解的条件即系数矩阵的行列式等

于零可得

αω6+γω4+λω2+δ=0 (4)
其中 α=-m1m2m3

γ=[(β2+β3)m1m2+(β1+β3)m2m3+
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(β1+β2)m1m3]

λ=-(β1β2+β1β3+β2β3)(m1+m2+m3)

δ=2β1β2β3(1-cosqd)
由重根判别式

φ=γ2-3αλ  τ=γλ-9αδ  σ=λ2-3γδ
和总判别式

κ=τ2-4φσ
可确定方程解的个数,详解如下.

(1)当κ>0时,方程有两个虚根,没有物理意

义故而舍去.
(2)当κ=0且φ≠0时方程有重根为

ω1= τ
φ

-γ
α

和ω2=ω3= -τ
2φ

(3)当κ=0且φ=τ=0时方程有三重根

ω1=ω2=ω3= -3δ
λ

值得注意的是,在原胞内原子质量和恢复力系数都

相等的情况下,当κ=0时q为确定值,则ω1、ω2和ω3

为定值即此时的重根并不能给出一维原子链的色散

关系;此外,当φ=0时意味着原子质量或恢复力系

数等于零,则没有实际物理意义.所以,此时方程解

个数的减少并不意味着一维三原子链色散关系向一

维双原子链和单原子链过渡.
(4)当κ<0时,方程有3个不同实根即一维三

原子链色散关系

ω1=
-γ+2φcos

π-θ
3

3α

ω2=
-γ+2φcos

π+θ
3

3α

ω3=
-γ-2φcos

θ
3

3
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(5)

其中θ=arccosT,T=12
(2φγ-3ατ)φ-32,φ>0,-

1<T<1.
由式(4)中的常数项和式(5)可知,色散关系与

晶格常数d有关,而与原胞内原子间的相对距离无

关.对式(5)进行数值拟合可得色散关系曲线如图2
所示,低频声学支、中频光学支及高频光学支的频带

分别为ω1、ω2 和ω3,相应的频谱宽度分别为Δω1、

Δω2 和Δω3,频率禁带分别为Δω′和Δω″.当原子间

距相等且m1=m2=m3=m、β1=β2=β3=β时频率禁

带消失,从而一般情况下的一维三原子链色散关系

可过渡为一维单原子链的色散关系[5].关于晶格常

数对色散关系的影响已有文献报道,本文重点讨论

恢复力系数对其色散关系的影响.

图2 一维三原子链简约布里渊区的色散关系曲线

2 恢复力系数对色散关系的影响

为分析不同原子间的恢复力系数对色散关系的

影响规律,本文通过数值分析分别得到声学波和光

学波频带顶和频带底分别随恢复力系数β1、β2 和β3
变化的关系曲线如图3所示.

图3 一维三原子链频带顶和频带底随恢复力系数的变化
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图3中ω1t为声学波频带顶,ω2t和ω2b分别是低

频光学波的频带顶和频带底,ω3t 和ω3b 分别是高频

光学波的频带顶和频带底.为简便起见,图3中的恢

复力系数并不是其真实值,而是β1、β2和β33个恢复

力系数的相对值,相应的格波频率也取相对值.由图

3可见,不同的原子间的恢复力系数对格波频率、频
谱宽度和频率禁带宽度的影响规律明显不同.

首先,不同的恢复力系数对各支格波频率的影

响不同.不同原子间恢复力系数增大均会使光学波

频率不同程度地升高.与光学波相比,声学波受恢复

力系数的影响不大.
其次,不同的恢复力系数对频谱宽度的影响不

同.相比而言,高频光学波频谱宽度Δω3几乎不受小

原子和中原子间恢复力系数β1影响,而随β2的增大

逐渐变宽,随β3 的增大而变窄,这说明不同原子间

的恢复力系数对高频支声子的能量分布范围影响不

同;与高频光学波相比,中频光学波频谱宽度Δω2和

低频声学波频谱宽度Δω1=ω1t 基本不受恢复力系

数影响.
最后,不同的恢复力系数对频率禁带的影响不

同.两支光学波之间的频率禁带Δω″随小原子两侧

恢复力系数β1和β3的增大显著变宽,而随β2的增大

逐渐变窄并基本趋于恒定,前者是由于恢复力系数

增大使高频光学支声子能量大幅度增高导致的,而
后者则是由于中频光学支声子能量相比高频光学支

声子能量更大幅度增高导致的;中频光学波与低频

声学波之间的频率禁带Δω′随中原子两侧恢复力系

数β1和β2的增大明显变宽,而随β3的增加则基本不

变.由于恢复力系数对低频声学波的影响不大,所以

频率禁带Δω′ 主要取决于中频光学波频带底的变

化.总之,通过改变不同的原子间恢复力系数在理论

上可实现对频率禁带宽度的精细调节.
与光学波相比,声学波频带顶ω1t受恢复力系数

的影响较小,本文单独分析.
本文给出声学波频带顶ω1t 随恢复力系数变化

的关系曲线如图4所示.由图4可见,不同原子间的

恢复力系数对声学波频率的影响明显不同,声学波

频带顶ω1t随恢复力系数β1 的增大而增大、随β2 的

增加而减小,而与β3 无关,说明声学支声子的能量

只受中原子两侧恢复力系数的影响,与大小原子间

的恢复力系数无关.

图4 声学波频带顶随恢复力系数的变化

3 结论

本文通过求解一般情况下一维三原子链的色散

关系,讨论恢复力系数对色散关系的影响.结果表

明,在晶格常数和原子质量一定的情况下,色散关系

与原子间恢复力系数密切相关.
高频光学支声子的能量随恢复力系数的增大显

著升高,而中频光学支声子的能量仅随中原子两侧

恢复力系数的增大而升高,而受大小原子间恢复力

系数的影响很小.高频和中频光学波之间的频率禁

带随小原子两侧恢复力系数的增大而加宽,随中大

原子间恢复力系数的增大而变窄;中频光学波与低

频声学波之间的频率禁带则随中原子两侧恢复力系

数的增大而变宽,而受大小原子间恢复力系数的影

响不大.与特定情况下一维三原子链相比,一般情况

下的一维三原子链表现出更加丰富奇特的物理性

质.本文相关研究结果是固体物理学基础理论的深

入探讨,可为带通滤波器的工程设计提供理论指导.
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SolutionandDispersionRelationshipof
One-dimensionalTriatomicChaininGeneral
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Abstract:Inthispaper,thedispersionrelationofone-dimensionalthree-atomchainingeneralissolved,andthe

influenceofthecoefficientofrestoringforceonthedispersionrelationisdiscussed.Theresultsshowthat,in

general,theinfluenceofdifferentinter-atomicresiliencecoefficientsofone-dimensionalthree-atomchainonthe

frequencyofeachlatticewave,spectrumwidthandfrequencybandgapwidthshowdifferentcharacteristics,andthe

fineadjustmentofthefrequencybandgapwidthcanberealized.Therelevantresearchresultsofthispaperare

in-depthdiscussionsonthebasictheoryofsolid-statephysics,whichcanprovidetheoreticalguidanceforthe

engineeringdesignofbandpassfilters.
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BriefTakingontheuseofAmpereCircuitalTheorem

LIUYonglu ZHANGSen ZOUDebin
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Abstract:ByapplyingtheAmperecircuitaltheoremonsolvingthemagneticstrengthexcitedbyacurrent

carryingstraightconductoroffinitelength,themathematicalconditionandphysicalbackgroundoffinitelengthin

Amperecircuitaltheoremisexplained.FromtheintegralformanddifferentialformofMaxwell′sequations,we

discusstheusagescenarioofAmperecircuitaltheoremandexpoundthebasicideatosolvetheproblemrelevantto

steadymagneticfieldunderasymmetriccurrentdensitydistribution,thatis,theboundaryconditionsdetermine

themagneticfield.Moreover,thisideahasalsobeenextendedtotheissueoftheelectrostaticfieldwithasymmetric

chargedensity.

Keywords:Amperecircuitaltheorem;Maxwellequations;steadymagneticfield;boundarycondition
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