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摘 要:类比是物理学中常见的思想,不同类型的问题如果有形式相似但只是系数不同的方程,一般来说二者

可以通过类比来相互求解.热传导作为不可逆过程热力学的问题,其研究方法较为有限,而大多方法又依赖求解繁

琐的数学物理方程.笔者基于求解均匀导热球热导率的问题,将热流场与静电场进行类比,通过电像法构造出内部

的热流线与温度分布,理论计算的结果与COMSOL仿真模拟结果符合较好.最后,还分析了电像法求解热传导问

题在生命科学研究中可能的潜在应用.
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1 前言

全空间无源定态热传导方程和无体电荷分布的

静电场基本方程,二者分别为关于温度和电势的拉

普拉斯方程.数学上可以证明,如果拉普拉斯方程有

着相同的边界条件,则所有该类方程的解均相同[1].
对于复杂的热传导问题,可以间接地通过求解类似

静电学的问题来解决.静电学问题的求解方法有很

多,较为常见的有分离变量法解拉普拉斯方程,调和

函数求解格林函数法,复势的保角变换法,电像法等

等,而对于具有高度对称性的问题,要首先考虑电像

法的适用性.本文基于求解均匀导热球热导率的问

题,根据电像法巧妙构造出导热球内部热流线的分

布和温度分布,从而较为精确地给出了热导率的理

论计算公式[2].相比于直接求解热传导对应的偏微

分方程,电像法的类比求解较为高效,因此对于生命

科学中快速判断生物组织病变部位有一定的贡献.

2 问题的引入

1822年,法国著名科学家傅里叶提出了传热学

中的热传导定律,即在热流场中,单位时间通过单位

面积的热量正比于该处的温度梯度,写成数学表达

式为

J=-κÑT (1)

其中比例系数κ为传热材料的热导率.对于表面或

内部有热源存在的材料,可以通过热流守恒求得其

热导率.

考虑放置于真空中的一个均匀导热球,假设其

不会与周围环境发生各种形式的热交换,即对其表

面进行绝热近似,通过实验模拟的方法,求出该导热

球的热导率.

取导热球的任一直径,在两端接上棒状导热探

头.调节加热器,固定输出功率为P,待其内部热流达

到动态平衡后,测得两端探头与导热球表面接触处的

温度分别为T1 和T2(T1>T2).设导热球半径为R,

由于导热探头与导热球之间并非点接触,而是存在有

效接触面积,假设该部分为圆形,半径为δR(δ为接触

圆面半径对于球心O的张角弧度数,δ≪1).
假定内部热流线的方向均与两探头连线平行,如

图1所示.

图1 同向热流假设
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则根据傅里叶热传导定律,得到

P=-κπ(Rsinθ)2 ÑT·i (2)

i表示沿热流方向的单位矢量,此时内部温度为一维

分布,温度为位置的单元函数,因此温度梯度为

ÑT=dTdxi
(3)

由图1可得

x=-Rcosθ

dx 表示为

dx=d(-Rcosθ)=Rsinθdθ (4)

联立式(2)~ (4)并积分,注意到θ的积分范围为

[δ,π-δ],得

-κ∫
T2

T1
dT= P

πR∫
π-δ

δ

dθ
sinθ

(5)

进一步整理得到热导率的表达式

κ= 2P
πR(T1-T2)

lncotδæ

è
ç

ö

ø
÷

2
(6)

上述推导是建立在内部热流线方向与两探头连线方

向平行的假设之上,而实际情况是内部热流线的方

向不可能是沿同一方向,进而内部温度并不是一维

分布.为了更精确地求出热导率,必须要求出导热球

内部的热流线分布,进而求出温度分布,再代回傅里

叶热传导定律进行求解.由于不可逆过程热力学的

研究方法较为有限,求解温度场的分布只有利用分

离变量法求解无源定态拉普拉斯方程,但由于计算

量过于复杂导致可行性与适用性不强.

3 与静电场中的稳恒电流进行类比

为了更为简便且精确地求解出温度场的分布,

采用类比的方法,将温度场和静电场的有关方程进

行对比,寻找问题的突破口.
无源定态热流场的温度分布满足如下拉普拉斯

方程

Ñ2T=0 (7)

热流线分布满足傅里叶热传导定律

Jheat=-κÑT (8)

根据热流守恒定律,热流密度与探头外加功率之间

满足如下方程

∯Jheat·dS=P (9)

对应在静电场中,无电荷分布区域的电势同样满足

拉普拉斯方程

Ñ2φ=0 (10)

电流密度满足欧姆定律微分形式

Jcurrent=-σÑφ (11)

电流密度满足定义式

∯Jcurrent·dS=I (12)

经过对比后可发现,式(7)~ (9)和式(10)~ (12)

两组公式同构,通过类比直接写出3组等价关系

T↔φ  κ↔σ  
P
κ↔

I
σ

综上所述,可以先考虑静电学相关的问题,再将

系数进行替换,进而得到对应问题的温度场分布.

4 利用电像法讨论对应静电学问题

将对应的导热球问题等效为如下导电球问题:

如图2所示,一个半径为R的均匀导电球,电导率为

σ,在其内部某一条直径上放置一对正负电荷,带电

荷量分别为 ±q,距离球心均为aa→( )R ,试求解

导电球内部的电势分布.

图2 导电球

这个问题中,导电球边界及其内部的边界条

件为:

(1)导电球表面电场法向分量为零,对应导热

球表面的绝热近似;

(2)电荷只在两个点源处有积累,在导电球内

部其他地方不存在净电荷,对应于导热球直径两端

温度为T1、T2 的热探头.
根据静电场的唯一性定理,可知全空间电场唯

一确定,对应地,导电球内部的电流线分布也唯一

确定.
为了满足上述边界条件,构造如下电像:如图3

所示,在原两点电荷所在直线上距离球心为R2

a
处放
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置一对正负电荷,带电荷量分别为 ±Rq
a
;两段半无

限长线电荷一端与像电荷重合,另一端延伸至无穷

远处,且线电荷密度分别为 ±q
R.上述系统中的所

有正电荷在一侧,负电荷在另一侧对称位置处.

图3 导电球电像

以球心为坐标原点,向右为极轴方向,建立球坐

标系.考虑所有电荷的贡献,导电球内部的电势分为

如下3部分求得.

4.1 两原点电荷的电势

直接利用点电荷电势叠加得到

φ1=
q

4πε0 a2+r2+2arcosθ
-

q
4πε0 a2+r2-2arcosθ

(13)

4.2 两像点电荷的电势

同样利用点电荷公式

φ2=
Rq

4πε0 R4+a2r2+2R2arcosθ
-

Rq
4πε0 R4+a2r2-2R2arcosθ

(14)

4.3 两线电荷的电势

将其分成无穷多点电荷微元,利用叠加原理

φ3=∫
+¥

R2
a

qdx
4πε0R x2+r2+2xrcosθ

-

∫
+¥

R2
a

qdx
4πε0R x2+r2-2xrcosθ

(15)

这是一个初等积分,经过配方后,利用如下积分公式

∫ dx
1+x2

=ln 1+x2 +( )x +C (16)

积分后得到

φ3=
q

4πε0R
·

 ln a2r2+R4-2R2arcosθ+R2-arcosθ
a2r2+R4+2R2arcosθ+R2+arcosθ

(17)

最终导电球内部及其表面的电势分布为上述3部分

叠加

φ=φ1+φ2+φ3 (18)

可以验证,对导电球表面电势求法向导数,得到

En ( )R =0 (19)

满足边界条件,证明得到的解正确且唯一.
为了利用三组等价关系,需要找到电流I与电

荷量q之间的关系.在导电球内部作包含原电荷的

高斯面,利用静电场的高斯定理,得到

∯E·dS=q
ε0

(20)

利用欧姆定律的微分形式

Jcurrent=σE (21)

结合电流密度的定义

∯Jcurrent·dS=I (22)

联立式(20)~ (22),得到

q
ε0 =I

σ
(23)

将式(23)代回式(18)中,得到用电流表示的电势表

达式.

5 通过等价关系得到对应温度场分布

由于导热球问题中探头位置几乎位于导热球表

面,因此令静电学问题中的a→R,整理后得到电势

的最终表达式

φ(r,θ)=

I
4πσRln

r2+R2-2Rrcosθ+R-rcosθ
r2+R2+2Rrcosθ+R+rcosθ

+

I
2πσ

1
R2+r2+2Rrcosθ

-

I
2πσ

1
R2+r2-2Rrcosθ

(24)

利用3组同构关系,直接得到导热球内部温度分布

T(r,θ)=

P
4πκRln

r2+R2-2Rrcosθ+R-rcosθ
r2+R2+2Rrcosθ+R+rcosθ

+

P
2πκ

1
R2+r2+2Rrcosθ

-

P
2πκ

1
R2+r2-2Rrcosθ

(25)
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这一表达式并不能直观地表现温度在导热球内部的

分布情况,笔者利用COMSOL模拟了温度场和热

流场的分布,结果如图4所示.

图4 导热球内部温度和热流线分布

结果表明温度梯度较大的区域集中在两探头附

近,靠近边界处的热流线与导热球边界重合,这与边

界条件相符.
为了求解热导率的计算式,令r=R,得到导热

球表面的温度分布

T(R,θ)= P
4πκR

·

 ( 1
cosθ

2

- 1

sinθ
2

+ln
sin2θ

2+sinθ
2

cos2θ
2+cosθ

2
) (26)

考虑θ=δ,θ=π-δ处的温度,作为两探头处的温

度.二者作差,并保留到δ的一阶近似项得到

T1-T2= P
2πκR(2δ +ln4δ -1) (27)

解得热导率的最终计算式

κ= P
2πR(T1-T2)(

2
δ +ln4δ -1) (28)

6 利用COMSOL进行热导率的仿真模拟

为了验证式(28)计算结果的正确性,笔者利用

COMSOL仿真模拟不同参数下的热导率,并与式

(28)的理论计算结果相比较.

取R=1m,T1=298K,P=1W,选取不同的δ
进行模拟,得到结果如表表1所示.

表1 仿真模拟与理论计算结果

变量

δ

仿真模拟

热导率

κ/ W·m-1·K-( )1

理论计算

热导率

κ/ W·m-1·K-( )1

相对

误差/

%

0.010 1.308 1.305 0.23

0.030 0.452 0.449 0.67

0.050 0.279 0.276 0.91

0.075 0.191 0.189 1.0

0.090 0.162 0.159 1.9

0.100 0.147 0.144 2.1

  从表1可看出,热探头圆截面的半径越小,理论

计算的结果与COMSOL仿真模拟结果符合较好.
当所取探头的δ<0.05时相对误差可以控制在1%
以内.

7 类比法求解热传导问题在生命科学研究方面的

潜在应用

  利用静电学的方法可以求解复杂热传导问题

的温度场分布和热流线分布,只需要进行相应的系

数替换即可.同样地,从静电场出发,考虑不同情况

下的电势分布,可以得到对应的温度场分布,这种类

比的想法对生命科学的研究也有贡献[3].

由2014年世界卫生组织发布的报告表明慢性

非传染性疾病一直是全球死亡率居高不下的疾病,

2014年全球死亡达3800万人,而中国死亡人数大

约占23%.慢性非传染性疾病的特点是潜伏期较

长、病程长、需要长期治疗、很难彻底治愈、表现为不

可逆性等.医用红外热成像技术的出现为疾病的及

时诊断提供了全新的思路,因为区别于结构影像设

备,红外热成像技术在组织结构尚未发生改变而仅

发生功能性改变时,根据体表温度的微小变化及早

发现异常区域,在病症进一步发展之前,对其进行调

理和治疗,或者对异常区域跟踪观察,以争取到宝贵

的确诊时间,使患者获得生存机会,也可以对疾病的

转移和转移趋势进行辅助诊断,所以医用红外热成

像技术具有重大的临床价值.
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医用红外热像仪能够实现疾病的及时诊断甚至

于预测,是因为它是一种反映温度变化的人体热图

记录仪,是通过非接触式地检测人体皮肤发出的红

外热辐射信号,将其先转换成电信号,再经过一系列

处理得到反映温度情况的热分布图,结合医学技术

理论进一步分析研究的技术.生物组织本身为导热

介质,内部病变部位会成为点热源,因此要通过组织

表面温度分布判断病变部位,离不开求解生物热传

导方程,较为常用的Pennes方程为

ρc
∂T
∂t=κÑ2T (29)

由于其本质为热传导方程,通过程序法求解会较为

繁琐.而采用静电学的方法进行类比,通过求解类似

的静电学问题会避免求解大量的偏微分方程,对于

提高计算效率有一定的价值.

8 总结

对于两点源的热传导问题,可以通过求解温度

相关的拉普拉斯方程得到.但考虑到点源为δ函数,

再加上求解偏微分方程的分离变量法,求解过程难

度较大.本文采用类比的方法,通过比较温度场基本

方程与静电场基本方程的同构性,将热传导问题转

化为静电场问题,并利用电像法成功求解出温度场

的分布.通过 COMSOL仿真模拟后,在探头面积

足够小时,理论计算值与仿真值的相对误差不

到1%.
同时,本文还介绍了电像法求解热传导问题在

生命科学研究中可能的潜在应用.利用类比思想辅

助求解生物热传导方程来判断组织内部异常发热

点,避免了求解大量偏微分方程的过程,提高了计算

的效率,使得医用红外热像技术能够快速判断患者

的病变部位进而采取针对的治疗,其具有一定的生

物学价值.
参 考 文 献

[1]郭硕鸿.电动力学[M].3版.北京:高等教育出版社,

2008(6):53 56.

[2]邢祥军.用类比法讲解热传导过程及热传导系数[J].大

学物理教学,2014(7):39 40.

[3]周敏华.基于生物传热效应的医用红外热成像技术[D].

南京:南京理工大学,

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

2010.

(上接第16页)

类题目中学生可以围绕生活的方方面面自己提出问

题并在实验过程中分析和解决问题.

3.4 善用新教学媒介

(1)结合新教学媒介如超星和雨课堂等,录制

演示实验视频资料,上传至教学平台,供学生反复观

看和学习.
(2)在线上教学平台中设置学习任务点,学生

可自由选择题目,通过调研设计并动手实验,上传实

验过程和结果至教学平台,并开展教师评价和生生

互评.
(3)通过现代教学技术,将现场演示实验实时

投屏到教学课堂的投影屏幕上,解决公共课学生多、

教室大、学生看不清实验过程的难题.

4 结束语

以提高大学物理课程的教学效果为出发点,以

培养出高质量、高素质的大学生为教学目标,以大学

物理教学中存在的痛点问题为导向进行教学改革,

创新性地将生活化物理实验引入大学物理课堂教学

中.融合现代教学手段进行了教学模式、教学内容、

教学组织活动、教学方法、教学评价和教学新媒介等

6方面的改革,丰富了大学物理教学体系,体现了课

程内容的应用性,培养了学生的自然科学素养和科

研能力,值得在大学物理课程教学中推广实践.
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