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摘 要:从动力学方程出发,定量分析阻力大小和抛射高度对抛体运动最佳抛射角的影响.结果表明,阻力系数

不为零且给定抛射高度时,最佳抛射角先是随初速度的增加而急剧上升,到达某一个极大值后转为平缓地单调下

降.而当阻力系数保持不变时,最佳抛射角随初速度的变化行为与抛射高度密切相关.但不管阻力系数和抛射高度

取任何非负值,抛体运动最佳抛射角均小于45°.另外,在其他参量保持不变的前提下,抛体运动最佳抛射角均是随

抛射高度和阻力系数的增大而单调减小.
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  在物理学中,抛体运动的相关研究是极为重要

的内容,其中最简单也是最常见的模型为:不考虑流

体阻力的影响,且抛出点与落地点处在同一水平线

上,此时的抛体运动的轨迹是一条关于通过最高点

的垂线左右对称的抛物线,最佳抛射角为45°[1],且

该角度与抛体初速度和质量均无关.但当抛射点与

落地点不在同一条水平线上时,抛体的最佳抛射角

会随着抛射高度的增加而减小.在忽略空气阻力

的前提下,文献[2]研究了运动员身高和手臂长度

对铅球运动成绩的影响,结果表明运动员肩膀高

度的差异对抛射速度的影响非常小,但对最大射

程有一定影响,差别约为几十厘米,且肩膀高度越

高,最佳抛射角越小而最大射程越大.在将理论计

算结果与国内著名铅球运动员的比赛数据进行比

较后,发现假若运动员的实际抛射角越接近理论

预测的最佳抛射角,则射程越远,反之则射程越

近.这表明理论计算结果的可信赖程度高.
自然界和军事活动中,常常能见到高速飞行

的物体.而当流体密度比较大或飞行物体速度很

大时,流体阻力对飞行物体的影响将变得不可忽

略[3].在文献[4]中,考虑空气阻力与速度成正比

的条件下,利用拉格朗日乘子法推导和研究了斜

面上抛射物体运动规律,而文献[5 6]则考虑了

空气 阻 力 与 速 度 的 平 方 成 正 比 情 形 下,通 过

Matlab数值求解其常微分方程,分析了射程、射高

和飞行时间与初始角度之间的关系.但这些讨论

仅局限于斜面抛体或抛出点和落地点在同一水平

线上的情形,而且并没有将阻力、初速度、抛射高

度对抛体运动的影响进行综合考虑.因此,本研究将

从抛体动力学方程出发,推导一般情形下抛体运动

轨迹方程,并进行数值计算和作图,从理论上探究阻

力、初速度和抛射高度对抛体运动最佳抛射角的
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影响.

1 考虑阻力的抛体运动模型

我们假设抛体的质量为m,抛射速度为v0,抛射

高度为L.如图1所示,建立直角坐标系xOy,质量

为m 的物体从原点O 正上方L 处以大小为v0 的初

速度抛出,初速度与x 轴方向的夹角为θ,运动时间

为t时的速度为v.当抛体轨迹与直线y=0相交时,

交点与原点的水平距离即为抛体的射程,记为X.

图1 抛体运动示意图

在流体中运动的物体,其所受阻力通常与运动

速度的幂次相关[7].为了简单起见,我们考虑阻力大

小与抛体速度成正比关系[89],即

f=-kv (1)

对于抛体运动,我们可以将运动分解为沿着x 和y
轴方向的变速直线运动.根据牛顿第二定律,考虑阻

力的x 和y 方向的动力学方程为

-kvx =mdvx

dt
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当t=0时,有初始条件x=0,y=0,vx=v0cosθ,

vy =v0sinθ.对式(2)进行分离变量,并结合初始条

件积分得到抛体运动在x 和y 方向的速度大小为

vx =v0cosθexp-ktæ
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进一步对式(3)进行积分,可得到物体在x和y两个

方向的运动学方程为

x=m
kv0cosθ1-exp-ktæ
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再利用消元法消去时间t可求得抛体运动的轨迹方

程为

y= x
v0cosθ
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假设物体落到水平地面的射程为X,由式(5)可知

抛体射程X 满足如下超越方程
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很显然,无法从上述超越方程中直接反解出抛体射

程的显式表达式.与文献[8]中采用近似法求解超

越方程的解不一样,我们利用数学软件编写代码对

其数值求解,并最终通过作图软件进行绘图,更加详

细及直观展示阻力及抛射高度对抛体最佳抛射角的

影响,具体数值计算结果将在下面进行详细展示和

讨论.

2 数值计算结果及分析

阻力对速度大的抛体运动曲线的影响一般不可

忽略.图2给出初速度v0=100m/s和阻力系数k
m

为0、0.1、0.2、0.5时抛体的抛射曲线.可以看到:阻

力为零的实线所对应的射高和射程均大于其他几条

曲线,且该曲线关于过曲线最高点的x轴中垂线对

称.而当阻力系数逐步增大,抛体的射程及射高均

相应减小,且曲线不再相对于过曲线最高点的x轴

垂线对称,而是随着阻力的增大,抛体落地时的速

度方向越接近竖直向下,曲线的不对称度也越为

明显.

图2 抛体运动轨迹与流体阻力的关系
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2.1 阻力及初速度对抛体最佳抛射角的影响

图3给出抛射高度L=2m及阻力系数k
m =0、

0.1、0.2、0.5、1、2时最佳抛射角随抛体初速度的变

化曲线.对于k
m =0的情形,随着初速度的增大,最

佳抛射角先是急速增加,随后趋于饱和并逐渐趋近

于45°.这对应于不考虑阻力的情形.但由于抛射高

度不为零,此时的最佳抛射角随初速度的增大而增

大,并最终趋于L=0时的最佳抛射角45°,说明随着

抛射速度的增加,抛射高度对最佳抛射角的影响不

断弱化.而当阻力不为零时,最佳抛射角先是随着速

度的增大而单调且迅速增大,当增加到某一个极大

值之后,随初速度的增加而单调减小.阻力系数越大,

极大值所对应的最佳抛射角越小,且其位置向更小的

初速度移动.通俗地讲,当抛体(比如子弹)速度很大

时,速度越大,抛射角度越小越能获得最大射程.

图3 抛射高度L=2m时,最佳抛射角随初速度的变化关系

为了研究最佳抛射角随阻力系数k
m

的变化行

为,我们在图4中给出抛射高度L=10m及初速度

v0=5m/s、10m/s、20m/s、50m/s、100m/s、200

m/s时,最佳抛射角随阻力系数的变化曲线.从整体

上看,抛体运动最佳抛射角均是随着阻力系数的增

加而单调减小:当初速度较小时,其对应的最佳抛射

角也较小,且曲线下降较为平缓;而初速度较大时,

其对应的最佳抛射角较大(若初速度足够大,曲线的

左端所对应的最佳抛射角甚至可以无限趋近45°),

曲线下降明显.但无论抛射初速度是较大还是较小,

在抛射高度及初速度都确定的条件下,最佳抛射角

都随着阻力的增大而减小,且变化趋势逐渐变得平

缓,最后趋于零值.

图4 抛射高度L=10m时,最佳抛射角随阻力系数的变化关系

2.2 流体阻力、初速度及抛射高度对抛体最佳抛

射角的影响

为了从多方面展示最佳抛射角随阻力系数的变

化关系,我们在图5中描绘了初速度v0=100m/s以

及抛射高度L=2m、5m、10m、20m、50m、100m、

200m的条件下所得到的最佳抛射角与阻力系数的

变化曲线.这几条单调下降的曲线表明最佳抛射角

随空气阻力系数的增大而减小:当抛射高度较小时,

其对应的最佳抛射角较大,并且曲线的下降相对而

言也较为平缓;而当抛射高度较大时,曲线下降的速

度更大一些,其中对应于L=100m、200m的两条

曲线甚至几乎呈直线型下降.但无论抛射高度是大

还是小,在抛射高度与初速度确定的情况下,最佳抛

射角都是随着空气阻力系数的增大而减小,且变化

趋势逐渐变得平稳,最后趋于一个稳定的值.

图5 初速度v0=100m/s时,

最佳抛射角随阻力系数的变化关系

图6给出了阻力系数k
m =0.5及L=0m、5m、

10m、50m、100m、200m时最佳抛射角随初速度

的变化曲线.当L=0时,随着初速度的不断增大,阻
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力对抛体运动的阻碍作用也逐步增大,最佳抛射角

的下降趋势变缓.当初速度趋于零时,最佳抛射角趋

于k
m =0时的最佳抛射角45°.这说明随着初速度的

不断减小,空气阻力对抛体运动的影响不断地弱化,

即在低速环境下的抛体运动,阻力对抛体运动的影

响较小,符合我们经验和预期.但当抛射高度不为零

且抛射高度较小时,最佳抛射角随初速度的变化行

为呈现非单调行为:先是从零值开始迅速上升到一

个最高值,后平缓下降.当抛射高度很大时,最佳抛

射角随初速度单调缓慢上升.

图6 阻力系数k
m =0.5时,最佳抛射角随初速度的变化关系

图7是在初速度v0=100m/s以及k
m =0.1、

0.2、0.4、0.6、0.8、2条件下所绘制的最佳抛射角随

抛射高度的变化曲线.可以从图中看出,在阻力系数

较小时,最佳抛射角随着抛射高度的不断增加而缓

慢减小;在阻力系数较大时,最佳抛射角先是迅速下

降到零值附近,然后再缓慢趋于零值.总的来讲,在

空气阻力存在的情况下,抛体的最佳抛射角会随着

抛射高度的增加而减小.而即使抛射高度为零,其最

佳抛射角也仍然会小于45°.

图7 初速度v0=100m/s时,最佳抛射角随抛射高度的变化关系

3 结论

流体阻力对高速飞行物体的影响通常不可忽

略.本文从抛体的动力学方程出发,推导考虑阻力和

抛射高度影响下抛体运动的轨迹方程,借助数学软

件进行数值计算和绘图,定量研究了阻力和抛射高

度对抛体运动规律的影响,得出以下结论.

(1)对于阻力系数k
m =0但抛射高度不为零的

抛体运动,为获得最大射程,其最佳抛射角随着初速

度的增大而单调增大,并最终趋于45°.

(2)当阻力系数k
m ≠0时,存在如下两种情况.

1)在初速度不大的情况下,最佳抛射角先是随着初

速度的增大而迅速增大,而在达到某一个极大值

之后,最佳抛射角随着初速度的增大而单调下降.

2)当初速度足够大时,只要抛射高度与阻力系数两

个影响因素中有一个不为零,最佳抛射角均随着抛

射高度(或阻力系数)的增大而不断减小.
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Abstract:Electromagnetismexperimentisabasiccourseofphysicsmajor.Itrequiresstudentstomasterthe

basicprinciplesanddebuggingmethodsofcommonlyusedelectromagneticinstruments,sothatstudentscanhave

acertaindegreeofunderstandingandknowledgeofbasicexperimentideasandmethodsofelectromagnetism,and

layasolidfoundationforfurthertheoreticallearning,experimentaltrainingandscientificresearch.Combining

withtheteachingpracticeofJilinNormalUniversity,aninnovativedesignofelectromagnetismexperimentcourse

iscarriedout.
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Abstract:Startingfromthedynamicequations,theeffectsofresistancemagnitudeandprojectileheightonthe

optimalprojectileanglearequantitativelyanalyzed.Itisshownthatwhentheresistancecoefficientisnotzeroand

giventheprojectilealtitude,theoptimumprojectionanglefirstrisessharplywiththeinitialvelocity,anddecreases

gentlyandmonotonicallyafterreachingacertainmaximum.Whentheresistancecoefficientiskeptconstant,the

changingbehavioroftheoptimumprojectionanglewiththeinitialvelocityiscloselyrelatedtotheprojectile

altitude.However,regardlessofanynon negativevalueoftheresistancecoefficientandtheprojectilealtitude,the

optimumprojectionangleoftheprojectilemotionislessthanthe45degreeangleoftheidealsituation.Inaddition,

whiletheotherparametersremainunchanged,theoptimumprojectionangleoftheprojectilemotiondecreases

monotonicallyastheprojectilealtitudeandtheresistancecoefficientincrease.
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