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摘 要:“STEM”理念是结合科学、技术、工程、数学的跨学科、跨领域的综合素质理念.“最速降线”是指物体在

只受重力的情况下,从A点运动到B点所用时间的最小值.从“STEM”理论的角度对“最速降线”进行更为系统的探

究,以便更好地理解和应用“最速降线”问题.
关键词:STEM 最速降线  理念  模式

1 概念的提出

“STEM”是科学(Science),技术(Technology),
工程(Engineering),数学(Mathematics)4门学科

英文首字母的缩写,其中科学在于认识世界、解释自

然界的客观规律;技术和工程则是在尊重自然规律

的基础上改造世界、实现对自然界的控制和利用、解
决经济和社会发展过程中遇到的难题;数学则作为

技术与工程学科的基础工具.
意大利科学家伽利略在1630年提出一个分析

学的基本问题 ———“一个质点在重力作用下,从一

个给定点到不在它垂直下方的另一点,如果不计摩

擦力,问沿着什么曲线滑下所需时间最短.”尽管伽

利略自己给出了“该曲线为圆”的错误答案,但是却

为问题的解决指明了方向.在1696年瑞士数学家约

翰·伯努利再次提出这个“最速降线”的问题并给出

了正确解答,他还拿这个问题向其他数学家提出了

公开挑战.最后牛顿、莱布尼兹、洛必达和伯努利家

族的成员等解决了这个问题,求出的“最速降线”为

旋轮线.
目前在中学阶段关于“最速降线”的问题仅为

“谁先达到斜面底端”的简单问题求解与一些简单

应用说明,而更高层次的研究与论述主要集中在“数
学物理方法”层面,即仅在物理知识层面采用数学

知识的阐述,这些阐述往往过于复杂,需要相当的数

学知识才能有较为深刻的认识,而鲜有更系统性的

分析 以 适 应 更 多 学 习 层 次 的 论 述.本 文 将 从

“STEM”理论的角度对“最速降线”问题进行探究.

2 基于“S”与“M”的分析

1696年,贝塞大学的伯努利提出了以下问题:

如图1所示,在竖直平面内给定两点A和B,要寻找

路径AMB,使得质点以最短的时间滑过该路径,假
定质点的加速度仅仅来自重力作用,这就是有名的

“最速降线”问题.通过数学物理方法得到其方程为

图1 最速降线问题示意图

x=a(θ-sinθ)  y=a(1-cosθ) (1)

式(1)即为“最速降线”问题的解,质点只在重力作

用下沿此线下滑的速度最快、用时最短.其推导过程

就不在这里推导了.
从科学与数学角度进行的分析与推导极为成功

的获得了“最速降线”,但正处在中学阶段的普通学

生将难以理解,因此,有必要将该问题进行合理简化

的分析.

3 基于“S”与“M”的简化模型分析

“最速降线”的求解对于中学生来说要求较高,

知识综合性较强,特别是其中涉及的数学运算;因此

有必要将分析进行简化,成为一般学习能力的学生

都可以探究分析的内容.现结合伯努利的思维方式

和斯涅耳定律以寻求较为简化的模型分析[1].
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如图2建立坐标系,设A为坐标原点,B点坐标

为(C,H),若用几个平行于x 轴的带状区域将这一

区域分成若干个小区域.小区域足够小,以至于物体

在每个区域中的运动近似是匀速运动.根据机械能

守恒定律,物体经过此区域时,其速度为

图2 “最速降线”简化模型

图3 “最速降线”物体运动过程中的速度区域划分

       v= 2gy (2)

经不同区域的速度不同,从A 到B 运动的过程

中速度是越来越大的.物体途经两个区域时速度不

同,如图3所示.物体在区域 Ⅰ 中的运动的速度为

v1,在区域 Ⅱ 中的运动的速度为v2.
由几何关系可得

sinα1
v1 =sinα2v2

即        sinαv =C1 (3)

该结论与光的折射对应的斯涅耳定律是一致

的.光入射到不同介质的界面上发生折射时,入射光

和折射光位于同一个平面上,并且光在介质中传播

的速度v与界面法线的夹角α 满足如下关系

sinα
v =C1

根据上述的相关特点便可以求“最速降线”方

程了.如图4所示,设物体从A到B 运动过程中任一

位置纵坐标y对应的速度为v,v与y 轴方向的夹角

为α,与x 轴方向的夹角为φ,则y′=tanφ,因而

sinα=cosφ= 1
1+tan2φ

= 1
1+y′2

(4)

将式(2)~ (4)联立可得

sinα
v = 1

2gy 1+y′2
=C1

图4 物体运动过程中任一位置的速度分析

故y(1+y′2)=C,这就是旋轮线的微分方程.
将该微分方程转换为参数方程,上式可变为

dx= y
c-y

dy

令y=csin2φ,则

dx=c(1-cos2φ)dφ

x=c
2
(2φ-sin2φ)+c0

由A 点条件确定c0=0,再令θ=2φ,a=c
2
,则可以

转换为

x=a(θ-sinθ)  y=a(1-cosθ)
同样得到了“最速降线”的方程.

通过更加简化的推理分析模式,中学生基本上

能用目前所学知识分析并理解“最速降线”问题,这
有利于提高学生的认知.

4 基于“T”的验证

“最速降线”模型分析后还得通过技术手段进

行验证,该验证从两个方面进行,即计算软件的验证

和实验仪器的验证.
4.1 基于“T”的计算验证

沿着各曲线下滑的时间求解较为复杂,可以借

助于一些专业的工具软件进行计算,本次计算采用

的是 Mathematica软件进行求解,在计算时间的程

序编写中,引用文献程序,对方程进行求解[2].程序

如下:

(1)由摆线可得沿摆线C1 下滑的时间

如图1,从A(0,0)点运动到B(x1,y1),以下运

动的A,B点相同,其中重力加速度取g=9.8m/s2.

t= 1
2g∫xB

0

1+y′2

y
dx=
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(β即为摆线中转过的圆心角)
编辑 Mathematica程序如下:

g=9.8;x1=Input[];y1=Input[];

Print["x1="x1,",","y1=",y1]

t=FindRoot[(θ-sin[θ])/(1-cos[θ])=
x1/y1,{θ,Pi}];

β=θ/.t;

a=x1/(β-Sin[θ])/.t;

T1=Sqrt[a/g]*β;

Print["β=",β]

Print["a=",a]

Print["T1=",T1]
运行该程序,先后输入x1=9,y1=4,程序运行

结果为:

β=3.67631689,a=2.15006463,T1=
1.72197031

(2)质点沿直线C2 下滑的时间

直线方程C2:y=b
ax,y(0)=0,y(x1)=y1

则T2=∫x1
0

1+y′2

2gy
dx= 2(x2

1+y21)
gy1

在上面的程序后面添加两条命令:

T2=Sqrt[2*(x1̂2+y1̂2)/g/y1];

Print["T2=",T2]
运行该程序,先后输入x1=9,y1=4,程序运行

结果为:T2=2.22463
(3)质点沿圆弧C3 下滑的时间

圆弧过 A(0,0),B(x1,y1).则圆的参数方程

C3(圆心应在x 轴上):

x=x2
1+y21
x1

cosθcosθ

y=x2
1+y21
x1

cosθsinθ

其中arctany1
x1
≤θ≤ π2

得

T3=∫x1
0

1+y′2

2gy
dx=

x2
1+y21
2gy1
∫+ ¥

y1
x1

1
u(1+u2)

du(令u=tanθ)

在上面的程序后面添加两条命令:

T3=Sqrt[(x1̂2+y1̂2)/2/g/x1]*Integrate
[1/Sqrt[u*(1+û2)],{u,y1/x1,+¥}];

Print["T3=",T3]

运行该程序,先后输入x1=9,y1=4,程序运行

结果为:T3=1.77911
(4)质点沿抛物线C4 下滑的时间

抛物线方程C4:x=x1

y21y
2,y∈ [0,y1]

T4=∫x1
0

1+y′2

2gy
dx=

1
y21 2g∫y10

4x2
1y2+y41
y

dy

令 y=v,则

T4= 2
y21 g∫ y01 4x2

1v4+y41dv

在上面的程序后面添加两条命令:

T4=Sqrt[2/g]/y1̂2*Integrate[Sqrt[4*
x1̂2*v̂4+y1̂4],{v,0,Sqrt[y1]}];

Print["T4=",T4]

运行该程序,先后输入x1=9,y1=4,程序运行

结果为:T4=1.78157.
综合以上数据得如表1所示.

表1 曲线及对应时间

曲线符号 曲线名称 质点沿曲线下滑所用时间/s

C1 最速降线 T1=1.69857

C2 直线 T2=2.22463

C3 圆弧 T3=1.77911

C4 抛物线 T4=1.78157

  由表1可知,T1<T4<T3<T2,而带入更多

x1和y1的值,或有T1<T3<T4<T2,但是在这

4条曲线中,质点沿摆线即“最速降线”下滑所用的

时间最少,而沿直线下滑所用时间最多.因此,当给

出任意一条连接AB 的曲线,都应该能得出沿摆线

下滑用时最少的结论.
4.2 基于“T”的实验验证

理论分析后,还得通过实验进行验证.为此,准
备了2个实验装置:科技馆的实验装置与自制实验

装置.
科技馆的实验装置采用的是东莞市科学技术博
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物馆中的实验装置,其中有直线、最速降线、圆弧3
条轨道和3个实验小球,如图5所示.实验时同时释

放3个小球,通过录像记录慢速微调回放得到到达

末端点所用时间,记录在表2中.

图5 科技馆的实验装置

表2 小球沿轨道运动的时间

      轨道

时间       
圆弧 最速降线 直线

释放时刻/s 75.873 75.873 75.873

到达时刻/s 67.423 77.373 77.612

用时/s 1.550 1.500 1.739

  由表2可知,小球3条轨道用时最少的是“最速

降线”,其次是圆弧,用时最长的是直线;尽管“最速

降线”用时最短,但非常接近圆弧用时.
在如图6所示的自制仪器实验现象中,依然可

以观察到沿“最速降线”运动时间最短的情况(图6
为手机慢拍模式截屏的情景).

图6 自制实验仪器

基于技术的计算软件和实验仪器两个方面的实

际验证,可以发现质点沿着“最速降线”运动所用时

间最短,这不仅直观,也更有说服力.

5 基于“E”的推广与拓展

生活中还有许多现象与“最速降线”有关,尽管

有些不是直观的“最速降线”,但原理实际上是类似

的.
5.1 “最速降线”应用在我国古代建筑中的大屋顶

“最速降线”在建筑中也有着美妙的应用.我国

古建筑中的“大屋顶”,从侧面看上去,“等腰三角形”

的两腰不是线段,而是两段“最速降线”.按照这样的

原理设计,在夏日暴雨时,可以使落在屋顶上的雨水,

以最快的速度流走,从而对房屋起到保护的作用,如
图7所示.还有一些逃生系统都有类似的设计.

图7 我国古代建筑中的大屋顶

5.2 “最速降线”还可以应用于影视厅或报告厅

在影视厅或报告厅,经常会为前边观众遮挡住

自己的视线而苦恼.显然,场内的观众都在朝台上

看,如果场内地面不做成前低后高的坡度模式,那么

前边观众必然会遮挡后面观众的视线,这也可以根

据需要采用“最速降线”的情景模式进行分析与演

算,从而满足各方面的需要而设计出最佳的座椅安

排如图8所示[3].

图8 “最速降线”应用于座椅安排演示图

5.3 “最速降线”规尺上的应用

杨秉烈先生发明了一种玩具叫做繁花曲线规,

它由一套彩色塑料齿轮组成.一个大齿轮是环状的,
牙齿做在里面;几个小齿轮的牙齿做在外面,小齿轮

内部有一些小圆孔和几个其他形状的、较大的孔.使
—85—

2020年第8期               物理通报            竞赛与物理专题研修



紧扣物理规律 着重思维训练 培养物理建模能力
——— 以碰撞模型为例

李 惠
(株洲市第二中学  湖南 株洲  412000)

(收稿日期:2019 12 25)

摘 要:以一道有关碰撞的自主招生试题为例,浅谈在中学生物理竞赛中如何紧扣物理规律,层层递进地进行

思维训练,培养学生的物理建模能力.
关键词:碰撞  竞赛培训  物理建模

  【例题】水平光滑大桌面上有一质量为 M 的均

匀圆环形细管道,管道内有两个质量同为m 的小球

A 和B 位于管道同一直径的两端.t=0时刻管道静

止,小球A和B沿着切线方向有相同的初速度v0,如
图1所示.不计一切摩擦.

(1)两个小球在管道内第一次相碰前瞬间的相

对速度大小.
(2)设两个小球的碰撞是弹性的,分析两小球

碰后能否在管道内返回初始时刻相对管道的位置?

图1 

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

例题题图

用时左手按住大齿轮,在大齿轮里放一只小齿轮,把
笔尖插进小齿轮的某一个孔里,让小齿轮紧贴大齿

轮内壁滚动,这时笔尖就会在纸上画出许多美丽的

曲线花纹.若将大齿轮换成带齿的直尺,画出来的曲

线就是“最速降线”,如图9所示.

图9 繁花曲线规

5.4 “最速降线”在医学上的应用

药物进入体内的方式有3种常见形式,即快速

静脉注射、口服或肌注,医学上常用“房室系统”的

观点来研究药物在体内的吸收、分布和排除过程,若
能结合“最速降线”研究3种情况下体内血药浓度的

变化曲线,将有助于得到血药浓度的变化,从而根据

不同的疾病利用“药物动力学”找出最佳治疗方

案[4].

6 结束语

由于“最速降线”问题对大部分中学生而言过

于困难,本文在“STEM”理念的基础上,从“S”与

“M”的角度分析并简化了“最速降线”分析,从“T”
的角度进行了计算验证与实验验证,最后从“E”的

角度推广与拓展该模型,从中我们可以领略到该理

念分析解决问题的强大能力 ——— 不仅可以更加系

统、简便的研究、验证“最速降线”,甚至可以更高效

地在生活中应用“最速降线”.
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