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摘 要:近几年来,江苏物理高考卷中频频出现摆球运动的极值问题,值得我们师生引起重视.作者将此类问题

加以总结归纳,集中探究了摆球在自由运动、匀速率运动、受水平恒力作用这3种情况下速度与重力功率的极值问

题,并介绍了极限法、数学求导法、仿真物理实验这3种求极值问题的方法.
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1 单摆中的极值问题

【例1】如图1所示,一根不可伸长的轻绳长为

L,一端固定于O 点,另一端连接质量为m 的小球,

使小球从水平位置A 点静止释放.小球从A 点摆动

到最低点B 点的过程中,重力对小球做功的功率如

何变化?

解法1:极限法

此题为2008年高考江苏卷第8题的原型,可采

用极限法解答.因为最高点(A点)小球速度为零,所

以A 点小球重力功率为零;最低点(B 点)速度与重

力垂直,所以B点重力功率也为零.因此小球从最高

点摆动到最低点的过程中,重力对小球做功的功率

先增大后减小.
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但对于这种定性分析的结果还远远

些基本积分形式,可以在高中所学微积分范围内被

学生所接受和理解,它们为高中微积分在物理中的

实际应用提供了有意义的教学实例.
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ChenGang LiuXiao
(SchoolofPhysicsandTechnology,SoochowUniversity,Suzhou,Jiangsu 215006)
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不够,小球下摆到何处时重力功率取得最大值呢?

图1

解法2:数学求导法求极值

由动能定理

1
2mv2-0=mglsinθ

得 v= 2glsinθ
由功率定义得

P=mgvcosθ=mg 2glsinθcos2θ
令

f(θ)=sinθcos2θ

f′(θ)=cos3θ-2sin2θcosθ
令f′(θ)=cos3θ-2sin2θcosθ=0,得

tanθ= 2
2

所以,当θ=arctan22 ≈35.26°
时,重力功率取得最

大值Pmax.

2 匀速率运动的摆球的极值问题

【例2】如图2所示,细线的一端固定于O点,另

一端系一质量为m的小球.在水平拉力F的作用下,

小球以恒定速率在竖直平面内由A 点运动到B 点.
在此过程中拉力的瞬时功率如何变化?

图2

(1)极限法

此题为2013年高考江苏卷第3题,许多学生习

惯性地采用上题中的极限法来解题.如图3所示,因

为小球在最低点(C点)静止,速度为零,所以C点拉

力功率为零;小球运动到与O点等高(D点)时,速度

与拉力垂直,所以D 点拉力功率也为零.因此小球

在拉力作用下向上运动的过程中,重力对小球做功

的功率先增大后减小.

图3

然而本题与单摆模型不同,小球不可能达到D
点.因为小球做匀速圆周运动的向心力由 T -
mgcosθ-Fsinθ提供

 T-mgcosθ-Fsinθ=mv2

l
(1)

做匀速圆周运动的切向力Fcosθ-mgsinθ=0,即

    F=mgtanθ (2)

当θ=90°时,F趋于无穷大,再由式(1)得T趋于无

穷大,超出了绳子所能承受的范围,因此小球运动到

D 点之前绳子早已断了,不能用极限法来解答.
(2)小球至多能运动到何处?

设绳所能承受的最大拉力为Tm,则

Tm-mgcosθm-Fsinθm=mv2

L
(3)

由式(3)解得θm 即为最大角度值(0<θm <90°).
(3)拉力功率何处取得最大值?

方法1:由定义法得

PF =Fvcosθ (4)

将式(2)代入式(4)得

P=mgtanθ·v·cosθ=mgvsinθ
随着θ增大,PF 也逐渐增大.当θ=θm 时,PF 取

得最大值.
方法2:由动能定理可得WF +WG =0,则PF =

-PG =mgvsinθ,与定义法同解.

3 “类单摆”运动中的极值问题

【例3】如图4所示,细线的一端固定于O点,另

一端系一质量为m的小球.在水平恒力F作用下,小

球在竖直平面内由A 点静止运动到最高点B 点.在
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此过程中重力的瞬时功率如何变化?

图4

(1)小球怎样运动? 在何处速度达到最大值?

由题意分析可得,开始时(A点)小球静止,运动

到最高点(B 点)小球速度为零,因此小球速度先增

大后减小到零.但在何处取得最大值呢? 是否在中

间位置? 小球的运动是否具有对称性? 这些问题都

值得我们去探究.此题中的F与mg虽为恒力,但绳

中的张力不断变化,从力学的角度来分析小球的运

动情况比较复杂.此处笔者运用仿真物理实验室模

拟小球的运动,直观感知小球的运动情况,由图像特

点从而分析出小球在何处速度达到最大值.

图5

图5为频闪照相得到的实验图像,实验中设置

频闪周期为0.4s,重力为5N,外加恒力为10N,绳

长为30m,细箭头➝表示小球受力,粗箭头➡表示

小球合力,灰箭头 췍 表示小球速度,数字表示经过

频闪照相得到的小球的位置.
由图像5可得在位置5处小球受到的合外力与

速度垂直,因此小球从位置1到位置5做加速运动,

位置5到位置10做减速运动,在位置5速度取得最

大值.位置5是中间位置吗?

运用仿真物理实验室中的“实验数据曲线”作

出v t图像和a t图像,如图6和7所示.

图6

图7

由图像分析可得从位置0到位置10,小球先由

静止做加速度减小后增加的加速运动,再做加速度

减小后增加的减速运动至静止,在中间时刻取得最

大值.且vt图像和a t图像t都是随时间周期性变

化的.由v t图像中0~2s和2~4s中曲线与时

间轴所围成的面积相等,可得位置5为中间位置.
由以上结论可得,中间时刻位置即为中间位置,

都是位置5.因此在中间位置5处速度取得最大值.
(2)小球运动的最大角度θm 是多少?

1)图像法

如图,在中间位置5处小球受到的合外力正好

在拉力方向上即与速度垂直,此时tanθ= F
mg
,θ=

arctan F
mg
,所以θm=2arctan F

mg
.

2)数学求导法

由动能定理

1
2mv2-0=WF +WG =
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FLsinθ-mgL(1-cosθ)
对动能求导

1
2mvæ

è
ç

ö

ø
÷

2′=FLcosθ-mgLsinθ

令 1
2mvæ

è
ç

ö

ø
÷

2′=FLcosθ-mgLsinθ=0

得tanθ= F
mg
,与图像法同解.

3)结论分析

由θm=2arctanF
mg
,得θm 由F与mg的比例关

系决定(0<θm <180°):

当F=0时,θm=0;当F=mg 时,θm=90°.

当F= 3mg 时,θm=120°;当F→ ¥时,θm →
180°.

(3)小球的运动为什么会具有如此完美的对称性?

由图像规律分析发现,小球运动的时间和角度

都是关于中间位置5对称的,此模型的规律与单摆

模型非常相似.转换思维:给小球施加恒力F 的作

用,其实相当于在空间中存在另一个水平方向的“重
力场”(对小球产生的重力为F).此模型中相当于两

个重力场的叠加,将图像倾斜放置,如图8所示,位
置5为叠加场中的“最低点”,位置0,10为叠加场中

的“最高点”,发现此模型竟与单摆模型出奇的相似,

因此笔者大胆称此模型为“类单摆”模型.

图8

(4)在何处重力功率达到最大值?

实验中设置频闪周期为0.295s,F= 3mg,则

θm=120°.在θ=60°时小球速度取得最大值,是否重

力功率也在此取得最大值呢? 用仿真物理实验记录

实验中的15组(v,θ)数据,将测量数据代入公式计

算出重力的功率,如表1所示.根据表中数据绘制出

如图9所示的P t图像.
由图像分析可得,重力的功率先增大后减小,显然

不是在θ=60°时取得最大值,由图像数据分析得:

在θ=73.7°左右时,重力功率取得最大值Pmax=
114.2168W左右.需要解释的是,仿真物理实验室只

是起到模拟的效果,其采集的数据还存在一定的误差.
表1 摆球重力功率随摆角的变化

计数点 0 1 2 3 4 5 6 7
v/(m·s-1) 0 5.08 10 14.6 18.6 21.8 23.8 24.5

θ/(°) 0 1.44 5.7 12.7 22 33.5 46.3 60
sinθ 0 0.02516 0.09932 0.21985 0.37461 0.55194 0.72297 0.86603

P=mgvsinθ/W 0 0.63830 4.96599 16.04880 34.83840 60.16110 86.03310 106.08800

计数点 8 9 10 11 12 13 14
v/(m·s-1) 23.8 21.8 18.6 14.6 10 5.07 0.013

θ/(°) 73.7 86.6 98 107 114 119 120
sinθ 0.959810 0.99824 0.99027 0.95630 0.913550 0.87462 0.86603

P=mgvsinθ/W114.217000108.80800 92.09490 69.81020 45.67730 22.17160 0.056290

图9
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