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摘 要:研究物块在有摩擦竖直圆平面内轨道上滑动时,用动力学方法列出的非线性微分方程,通常含时间变

量,求解困难.经过系列变换消除时间变量后,得到了任意位置物块速度的一般解,并获得特殊值的验证.
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  如图1所示,1
4

圆轨道固定在竖直平面内,圆

轨道的半径为r.一个质量为m 的物块,自轨道最高

点A 由静止开始释放,物块与轨道之间的动摩擦因

数为μ,求物块沿1
4

圆轨道滑至最低点B 时的速度

大小.

图1

如图2,令物块滑动到C点时速度大小为v,OC
连线与水平线夹角为θ,设滑动摩擦力f与轨道对滑

块的弹力N 成正比,即

     f=μN (1)

图2

在径向应用牛顿第二定律

   N-mgsinθ=mv2

r
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在切向应用牛顿第二定律

    mgcosθ-f=mat (3)

即

   at=gcosθ-μgsinθ+v2æ
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切向速度v跟角速度ω=dθdt
的关系为

v=rdθdt

切向加速度at跟角加速度d
2θ
dt2

的关系为

at=rd
2θ
dt2

将这些关系式代入式(4),得

rd
2θ
dt2 =gcosθ-μsin( )θ -μ
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将上式两边同除以r得
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rcosθ+μ

g
rsinθ=0 (5)

这是θ对t的非线性微分方程,难以直接求解.
下面用消除时间变量的方法来简化方程.

因

d2θ
dt2 =dωdt=dθdt

dω
dθ=ωdωdθ

代入式(5)得

ωdωdθ+μω2-g
rcosθ+μ

g
rsinθ=0 (6)

此方程中的ω 是作为θ 的函数,并且有

ωdωdθ=
dω2
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于是

dω2
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dθ +μω2-g

rcosθ+μ
g
rsinθ=0

令 g
r =p,y=ω2,对上式作变量代换,得

 dydθ+2μy=2pcosθ-μpsin( )θ (7)

两边乘以积分因子e2μθ,由于

e2μθ dydθ+2μ
æ
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2μθ( )y
dθ

所以式(7)可以化为

de2μθ( )y
dθ =2e2μθ pcosθ-μpsin( )θ

即

de2μθ( )y =2e2μθ pcosθ-μpsin( )θ dθ
两边从0到θ积分

∫
θ

0
de2μθ( )y =∫

θ

0
2e2μθ pcosθ-μpsin( )θ dθ

因物块初速度为零,即θ=0时,y=ω2=0
所以

e2μθy=∫
θ

0
2e2μθpcosθdθ-∫

θ

0
2e2μθμpsinθdθ (8)

应用积分公式

∫
θ

0
e2μθsinθdθ=e

2μθ 2μsinθ-cos( )θ
4μ2+1

θ

0

和

∫
θ

0
e2μθcosθdθ=e

2μθ 2μcosθ+sin( )θ
4μ2+1

θ

0

于是,式(8)变为

e2μθy=2p e
2μθ 2μcosθ+sin( )θ -2μ

4μ2+1
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   μ
e2μθ 2μsinθ-cos( )θ +1

4μ2+
ù
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化简为

  y= 2p
4μ2+1

3μcosθ+sinθ( -

    2μ2sinθ-3μe-2μ )θ (9)

因为v=rω,p=g
r
,y=ω2.所以,物块速度作为

θ 函数的一般解为

  v= 2gr
4μ2+1

(3μcosθ+sinθé

ë
êê -

     2μ2sinθ-3μe-2μθ)]
1
2 (10)

以θ=π2
代入,得到物块在最低点B 的速度大

小为

vB = 2gr
4μ2+1
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在没 有 摩 擦 (μ =0)的 极 限 情 况 下,vB =

2g( )r
1
2
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1)牛顿第一定律不是实验结论,而是实验基

础上的科学推理.
2)定律所指的“一切物体”包含两类:原本静

止的和原本运动的物体.
3)力是改变物体运动状态的原因.
4)惯性.
(2)平衡力

1)概念:一个物体受到两个或几个力的作用

而保持运动状态不变,则这几个力互相平衡.
2)二力平衡的条件:一个物体受到两个力的

作用,如果它们大小相等、方向相反且作用在同一条

直线上,则这两个力互相平衡.
3)应用.
这是学生可以总结出来的知识罗列.那么在教

学过程中教师在按照学生回答“牛顿第一定律”以

及“平衡力”知识过程中,分步骤板书成以下内容:

形成关系之后再让学生反向思考,可得:

章节内涵:这个关系式就是“运动和力”的关

系,也是“牛顿第二定律”的定性描述.理解了这一

内在联系,就可以深层次理解并内化有关“运动和

力”的关系,也为高中学习“牛顿第二定律”打下了

良好的基础.
综上所述,每个过程目标的实现,都需要教师在

课程进行时有前瞻意识,要设计好各个操作环节.而
前瞻意识,是在不断积累的教学经验中逐渐形成的,

也是经常性的有效反思的结晶.
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