
质点沿竖直光滑曲线运动时脱离约束点研究

田宝国  吴世永  宿德志

(海军航空工程学院基础部  山东 烟台  264001)

(收稿日期:2015 03 23)

摘 要:利用质点运动动力学方程和机械能守恒定律,对质点在竖直平面内沿任意光滑曲线运动时脱离曲线

的条件进行了研究,根据曲线方程的不同形式给出了质点脱离约束时的一般公式,并通过具体实例进行了验证.
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  在质点沿竖直平面内光滑曲线自由下滑过程

中,如果在某处质点所受的支持力为零,则质点就会

脱离曲线的约束而运动.在一些教材中,主要针对曲

线为圆和抛物线的情况进行了讨论[1,2].本文利用

质点运动的动力学方程和机械能守恒定律以及各种

曲线方程的曲率半径公式,推导出了质点在竖直平

面内沿任意光滑曲线自由下滑时脱离曲线约束的一

般结论,给出了在各种曲线方程形式下质点脱离曲

线时的一般公式,并借此对圆、抛物线、正弦曲线等

具体曲线的例子进行了研究.

1 质点脱离曲线的一般公式

在如图1所示的直角坐标系中,设质量为m 的

质点沿竖直平面内的光滑曲线自由下滑,初始时刻

质点位于点A x0,y( )0 处,下滑到任意点Bx,( )y 时

的速度为v,方向与Ox轴的夹角为θ,受力情况如图

1所示.根据牛顿第二定律,质点在法向上的动力学

方程为

    mgcosθ-FN=mv2

ρ
(1
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)

图2

答案:E1=E2 >E.
解析:两球碰前的库仑力做正功,动能增加;两

球碰后,正、负电荷中和,没有了库仑力,在它们返回

M 与N 两点的过程中电场力不做功,所以动能增

大.
问题的提出:E1+E2 >2E,动能增加了,增加

的动能从哪里来的?

问题的解析:设M 与N 两点相距l,金属小球A
和B的半径为R.碰撞前,两金属小球系统在M 与N
两点的静电能为

W =WA自 +WB自 +WAB互 =

q2
8πε0R+ q2

8πε0R- q2
4πε0l=

q2
4πε0R- q2

4πε0l
碰撞后,两小球系统在M 与N 两点的静电能为

W′=0
碰撞前后,两小球系统静电能的减少量为

ΔW =W -W′=

q2
4πε0R- q2

4πε0l-0=

q2
4πε0R- q2

4πε0l>
0

由能量守恒可知,两小球系统的静电能减少了

q2
4πε0R- q2

4πε0l
,全部变成了两小球的动能,实现了

静电能向动能的完全转化.
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图1

其中,ρ为曲线在B 点处的曲率半径.当质点脱

离曲线约束时,FN=0,于是得

     mgcosθ=mv2

ρ
(2)

根据机械能守恒定律

     12mv2=mgy0-( )y (3)

由式(2)和式(3)得到

    ρcosθ=2y0-( )y (4)

其中

    cosθ= 1
1+y′2

(5)

下面根据不同曲线方程的形式给出质点脱离曲

线约束时的一般表达式.
(1)若曲线方程为y=f(x),则曲率半径表达式

为[3]

     ρ= 1+y′( )2
3
2

y″
(6)

当物体能够脱离约束,曲线必为凸曲线,即

y″<0,为保证曲率半径为正,则

     ρ= 1+y′( )2
3
2

-y″
(7)

由式(4)、(6)、(7)可得此时脱离曲线约束时满

足的方程为

    1+y′2=2(y-y0)y″ (8)

(2)若曲线方程为隐函数方程Fx,( )y =0,则

曲率半径表达式为[3]

    ρ= F2
x +F2( )y

3
2

Fxx Fxy Fx

Fyx Fyy Fy

Fx Fy 0

(9)

由式(4)、(6)、(9)可得此时脱离曲线约束时满足的

方程为

  F2
x +F2( )y

3
2 =

2y0-( )y

Fxx Fxy Fx

Fyx Fyy Fy

Fx Fy 0

1+F2
x

F2
y

(10)

即

 F2
x +F2( )y Fy =2y0-( )y

Fxx Fxy Fx

Fyx Fyy Fy

Fx Fy 0

(11)

(3)若曲线方程为
x=x(t)

y=y(t{ )
,则曲率半径表达

式为[3]

   ρ=
x
·2+y

·
( )2

3
2

x
·
y
··
-x

··
y
· (12)

其中x
·,y

·
分别表示x,y对参数t的一阶导数,

x
··,y

··
分别表示x,y对参数t的二阶导数.由式(4)、

(6)、(12)同样可得此时脱离曲线约束时满足的方

程为

x
·2+y

·
( )2

3
2 x

·
=2y0-( )y x

·
y
··
-x

··
y
· (13)

式(8)、(11)和(13)即为在不同曲线方程形式

下质点脱离曲线约束时满足的表达式.

2 应用举例

(1)曲线为半径为R 的圆

图2

若质点的轨迹方程为

x=Rsinα

y=Rcos{ α
假设质点从点 0,( )R 开始下滑,由曲线方程可得

x
·
=Rcosα  y

·
=-Rsinα
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x
··
=-Rsinα  y

··
=-Rcosα

代入式(13)可得

3cosα=2

即质点在α=arccosæ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

处脱离曲线,与文献

[1]结果一致.
(2)椭圆

图3

质点的轨迹方程为

x2

a2 +y2
b2 =1

设质点从最高点y0=b处由静止下滑.由轨迹

方程可得

Fx =2xa2  Fy =2yb2

Fxx =2a2  Fyy =2b2

代入式(11)可得方程

y3+ 3b4
a2-b2y- 2b5

a2-b2=0

其根的判别式为

Δ= qæ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

+ pæ
è
ç

ö

ø
÷

3
3

=

- b5
a2-b

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

+ b4
a2-b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

3

>0

所以方程有一个实根和两个复根,实根表达式

即为质点下滑时脱离曲线的位置,根据一元三次代

数方程求根卡尔丹公式[3]可得质点脱离曲线约束

时的解为

y= -q
2+æ

è
ç

ö

ø
÷Δ
1
3

+ -q
2-æ

è
ç

ö

ø
÷Δ
1
3

=

b5
a2-b2+æ

è
ç

ö

ø
÷Δ
1
3

+ b5
a2-b2-æ

è
ç

ö

ø
÷Δ
1
3

(3)抛物线

图4

质点轨迹方程为

y=-ax2 a>0,x>( )0
设质点从原点O 由静止开始下滑,由轨迹方程

可得

y′=-2ax  y″=-2a
代入式(8)得到

2ax=0
因为x>0,所以方程无解,说明质点自由下滑

过程中不会脱离该抛物线.
(4)正弦曲线

质点轨迹方程为

y=asinx

其中a>0,x∈ 0,πé

ë
êê

ù

û
úú2 .设质点从y0=a处由静止

下滑,因y′=acosx,y″=-asinx,代入式(8)得到

a2sin2x-2a2sinx+a2+1=0

图5

由于根的判别式Δ=4a4-4a2 a2+( )1 <0,所
以方程不存在实根,即质点不会脱离正弦曲线.

根据本文结论,可对任意形状的平面曲线,如双

曲正弦线、普通摆线等进行研究,在此不再赘述.
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