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摘 要:用数学方法证明了一种物体在复杂作用力下的运动轨迹.
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  在高中物理教学当中,我们常会遇到这样一类

问题:如图1所示,一个质量为m,带电荷量为+q的

物体处在垂直纸面向内的匀强磁场B中的光滑绝缘

斜面上,物体从静止出发,则物体在斜面上最大速度

是多少?

图1 题图

显然当qvB=mgcosθ时,有vm=mgcosθ
qB

.然

而在这之后,物体的高度继续降低,速度继续增大,
那么它在全过程中的最大速度是多少? 它最终是

否会达到qvB=mg 这样的状态以vm=mg
qB

做匀速

直线运动? 它最终的轨迹是怎样的一条曲线呢?
有不少同学甚至是教师都会认为它会达到qvB =

mg 这样的状态以vm=mg
qB

做匀速直线运动.

这个问题的本质就是带电物体在洛伦兹力及恒

力作用下的运动轨迹问题.为使问题简化,我们去掉

斜面,直接让物体从磁场中由静止下落,某时刻t物

体受力情况,运动情况及建立坐标系如图2所示,物
体从原点出发,设此时刻洛伦兹力与竖直方向夹角

为θ,则在竖直、水平方向上分别有

    
mg-qvBcosθ=may

qvBsinθ=ma
{

x

即

    
mg-qBvx =may

qBvy =ma
{

x

图2 带电物体受力分析

而速度与加速度分别是位移对时间的一阶导数

和二阶导数,因此有

     
mg-qBx

·
=my

··
       (1)

qBy
·
=mx

··
          (2

{ )

对此微分方程组两边再对时间求一次导有

   
x
··
=-m

qBy
···
          (3)

y
··
=m
qB

x
···
           (4

{
)

把式(3)、(4)分别代入式(2)、(1)令k=qB
m

则式

(1)、(2)化为

   
x
···
+k2x

·
-kg=0      (5)

y
···
+k2y

·
=0         (6

{ )

这一组微分方程的解即为物体轨迹关于时间的参数

方程,(5)、(6)两式的齐次方程的特征方程为

λ3+k2λ=0
λ1=0
λ2=ki

λ3=-ki
所以基础解系组为sinkt,coskt,又λ1=0,所以
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设式(5)的特解形式为

x=C4xt
代入式(5)有

C4xk2=kg

C4x =g
k

则有

  
x=C1x +C2xsinkt+C3xcoskt+g

kt

y=C1y +C2ysinkt+C3ycos
{

kt
为式(5)、(6)的通解.下面通过初始条件来确定常

数项.
本问题的初始条件为,当t=0时,有

x0=0,x
·
0=0,x

··
0=0;

y0=0,y
·
0=0,y

··
0=g.

由x0=0,推得

C1x +C3x =0  C1x =-C3x
由x

·
0=0推得

C2xkcoskt-C3xksinkt+g
k =0

C2xk=-g
k

C2x =-g
k2

由x
··
0=0推得

-C2xk2sinkt-C3xk2coskt=0
C3x =-C1x =0

同理可求

C1y =-C3y
C2y =0

C3y =-g
k2

C1y =g
k2

则

    
x=g

k2
(kt-sinkt)

y=g
k2
(1-coskt

{
)

这是摆线的标准参数方程,即带电粒子轨迹为

一条摆线,如图3所示.

图3 带电粒子运动的轨迹图像

其他情况,只需改变物体的初始条件再代入求

解即可;因此,带电物体最终不会沿一条直线运动,

类似在一个由摆线构成的曲面上运动的小球。又如

速度选择器中若qE ≠qvB 与此类似,只需将x
·
0=

v0,mg 换成qE 代入即可求得速度选择器中粒子的

轨迹方程.下面求全过程中的最大速度

x
·
=g
k2
(k-kcoskt)=g

k
(1-coskt)

y
·
=g
ksinkt

v= x
·2+y

·2 =
g
k

(1-coskt)2+sin2kt=

g
k 2-2coskt

所以当coskt=-1时有最大速度

vm=2gk =2mgqB

可见最大速度由g
k

来决定.
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