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摘 要:利用微积分计算通过非对称图形的电通量,计算结果和利用高斯定理的一样.这种做法可以作为计算

非对称图形电场强度和电通量的参考.
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  高斯定理是电磁学中一个非常重要的定理,在
求解电场强度和电通量的时候发挥着重要的作用.
但是利用高斯定理存在很大的局限性,只有在具有

对称性或者可以转为有对称性的问题中才能用到,

对于非对称的问题,还是需要从定义出发,用微积分

的方法来计算电场强度和电通量.下面以一道具体

的题目来说明.

1 题目

如果有一点电荷q位于立方体一个顶点上,则
通过不与该顶点相连的任一立方体侧面的电通量为

多少?

这是一道关于求电通量的题目,大部分学生想

到的一定是利用高斯公式.下面进行具体的分析.

2 高斯公式求解

在大学物理课本中只是强调了用高斯公式计算

电通量,所以对于大多数学生看到这题的思路是用

高斯公式计算.由于这道题目的图形没有明显的对

称性,所以不能直接用高斯定理.根据图形的特点,

需要补全图形.在有点电荷的顶点周围补充7个同

样的立方体,这8个立方体组成一个大的立方体,根

据高斯定理,穿过大立方体的电通量为q
ε0

.又由于大

立方体有6个面,每个面又包含小立方体的4个面,

所以最后的答案就是 q
24ε0

.这道题的图形是可以补

充为具有对称性的图形,进而才能利用高斯公式求

解.在没有对称性的情况下,还可以利用微积分的办

法来尝试.求通过曲面的电通量本质上就是一个二

重积分的问题.

3 数学解法

建立如图1所示的坐标系.设小立方体的边长

为a,坐标原点建立在A 点,电荷位于D 点,求通过

面ABEC 的电通量.

图1 坐标系

面ABEC上任意一点(x,y)处的电场强度大小

为

E= q
4πε0(x2+y2+a2)

电场强度的方向与面ABCE 的夹角的余弦为

a
x2+y2+a2

,所以通过单位面积的电通量为

ΔΦ= qa
4πε0(x2+y2+a2)

3
2

对面ABCE 积分,得到总的电通量为

Φ=∫
a

0∫
a

0

qa
4πε0(x2+y2+a2)

3
2
dxdy

这个二重积分在直角坐标中计算比较困难,可
以想办法转化为在极坐标中的积分.直角坐标和极

坐标的转换关系为

x=rcosθ  y=rsinθ
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将积分区域分为2个三角形,在不同三角形中积分

范围如下

在三角形ACE 内,

r:0→ a
cosθ

θ:0→ π4
在三角形ABE 内,

r:0→ a
sinθ

θ:π4 →
π
2

电通量为

Φ=∫
π
4

0∫
a/cosθ

0

qa
4πε0(r2+a2)

3
2
rdrdθ+

∫
π
2

π
4∫

a/sinθ

0

qa
4πε0(r2+a2)3/2rdrdθ=

∫
π
4

0

q
4πε0

1- cosθ
1+cos2

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
dθ+

∫
π
2

π
4

q
4πε0

1- sinθ
1+sin2

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
dθ=

∫
π
4

0

q
4πε0

1- cosθ
2-sin2

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
dθ+

∫
π
2

π
4

q
4πε0

1- sinθ
2-cos2

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
dθ (1)

式(1)的前一部分积分为

∫
π
4
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q
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0
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θ
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q
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2sin
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4
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 q
4πε0

π
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è
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ø
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6 = q
48πε0

式(1)的第二部分积分为

∫
π
2

π
4

q
4πε0

1- sinθ
2-cos2
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π
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总的电通量为

Φ= q
48πε0+ q

48πε0= q
24πε0

从上面的积分过程中可知,利用高斯公式和利

用微积分计算的结果是一样的,这也验证了本题高

斯定理的正确性.其次,从上面的具体推导可以看

出,通过两个三角形的电通量也是一样的.

4 结语

对于一道具体的电磁学题目,我们用高斯公式

和微积分两种办法进行计算,得出相同的结果.虽然

高斯定理提供了一种求电通量的简单方法,但是这

种方法的局限性很大,对于没有对称性的问题基本

上无法处理.利用微积分直接计算能处理一些规则

图形的积分.需要注意的是,微积分也不是万能的,

存在一定的局限性,积分区域比较复杂就有可能积

不出来.因此对于学习的人来说,只有综合掌握这两

种方法,才能高效简单地计算电磁学问题.
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