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摘 要:采用等效质量的方法对三体问题中3个天体始终构成一个正三角形的特解进行研究,得到了其运动的

轨迹方程和运动周期的解析解.
关键词:三体问题  等效质量  解析解

  宇宙中由3个天体构成的系统,忽略其他天体

对它们的作用时存在一种运动形式:3个天体在相

互之间的万有引力的作用下,分别位于等边三角形

的3个顶点上,绕其一共同圆心在三角形所在平面

内做曲线运动.本文先研究了3个天体做匀速圆周

运动的规律,后研究一般轨道上的运动规律.

1 三体做匀速圆周运动

如图1所示,A,B,C3个天体的质量分别为

m1,m2,m3,始终构成一个边长为a的正三角形,绕

其共同圆心O′做匀速圆周运动,图中A -a
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图1 三体做匀速圆周运动

A,B星系统的质心为D 在x 轴上坐标为
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设A,B,C3天体的质心为O′,则O′在CD 的连

线上,C天体做匀速圆周的半径为

rC =CO′= m1+m2
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·CD=

a m2
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式中a为正三角形的边长,m2
1+m2

2+m1m2

m1+m2+m3
是一

个与边长无关的因子,这个因子与等效质量有关.
同理可求得天体A 和B 的轨道半径分别为

rA =AO′= m2+m3
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C做匀速圆周运动过程中受到的万有引力的合

力为

F=
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a2 +Gm3m2

a2
æ

è
ç

ö

ø
÷cos60°
2

+ Gm3m2
a2

æ

è
ç

ö

ø
÷sin60°
2

=

m3 2πæ

è
ç

ö

ø
÷

T
2

rC

代入rC 后可求得

T=2π a3
G(m1+m2+m3)

三体若始终构成一个边长不变的正三角形,则
系统的周期与边长和三体的总质量有关.

2 三体的一般轨道

若用等效质心法,则3个天体一定组成一个正
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三角形,质心位置不变.
如图2所示,当C 做匀速圆周运动时受到的万

有引力的合力等效为一个质量为m′C的天体在圆心

所施加,即[1]
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图2 三体等效质量的计算

在图3中,令中心天体的等效质量为 M,某一个

天体的质量为m,则星体与中心天体的作用力可写为

F=-GMm
r2 =-k2m

r2 =-mk2u2

图3 三体的一般轨道

由比耐公式[2]
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即 d2u
dθ2+u=k2
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设u=ξ+k2
h2
,则

d2ξ
dθ2+ξ=0

这个微分方程形式与谐振动方程完全一样,它的解

为

ξ=Acos(θ-θ0)

而 u=ξ+k2
h2=Acos(θ-θ0)+k2

h2

即 r=1u =
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三体问题中的某一个天体的轨道方程可写为

ρ= p
1+ecos(θ-θ0)

式中 e= 1+2Em
h
k
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

E=12m(r
·
2+r2θ

·
2)-k2m

r

p=h2
k2  k

2=GM

其中θ0 与初始位置有关.
当E<0时,则e<1轨道为椭圆;

当E>0时,则e>1轨道为双曲线;

当E=0时,则e=1轨道为抛物线.
说明:
(1)要保证3个天体始终组成一个正三角形,则

3个天体运动轨迹的离心率应相等.
(2)若开始时3个天体做匀速圆周运动,则当它

们的速度突然变为原来的n倍(或角动量变为原来

的n倍)则轨迹的离心率为 1+n2(n2-2).

3 三体问题的周期

设A是矢径扫过的面积,由开普勒第二定律,知
单位时间内矢径扫过的面积相等,即

dA
dt=常数

即 dA
dt=12r

2θ
·

或 2A
·

=r2θ
·

=h
将上式两边积分后得

2A=h(T-t0)
当矢径扫过全部椭圆后,A=πab,而所需的时

间就是周期T,2πab=hT,整理后得
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T=2πabh   T2

a3 =4π
2b2

h2a =4π
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即 T=2πa
3
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三体在运动过程中周期是相同的,根据开普勒

第三定律a3
r3

为一个相同的定值,式中r是三体做匀

速圆周运动时半径,a为椭圆的半长轴.由于

a= p
1-e2  e= 1+2Em

(h
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)
2

整理为 a=-GMm
2E

式中M 为等效中心天体的质量,m 为三体中某一个

天体的质量,E 为某一个天体的能量,即 -GMm
2
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不变.设三体做匀速圆周运动时能量为

E0=-GMm
2r

实际运动中能量为NE0,即

E=-GMm
2r N

则三体的运动轨道种类与N 有关,由公式可知离心

率为

e= 1-N(2-N)
当N >0时,则e<1轨道为椭圆;
当N <0时,则e>1轨道为双曲线;
当N=0时,则e=1轨道为抛物线.

4 数值模拟

为了研究问题的方便,令G=1,m1=1,m2=2,

m3=3,数值模拟如图4所示.

图4 三体运动轨道的数值模拟

5 结束语

通过对三体问题此类特解的分析可以发现,三

体的运动轨道和周期与它们初始状态有关,比如能
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物理源问题的“变式”构造与例析

张建奋

(广州市白云区教育发展中心  广东 广州  510440)

(收稿日期:2016 05 26)

摘 要:通过源问题加以变化构造变式题,可从原型题的结构进行分析,主要的构造方法有以下5种.(1)通过

变换背景构造变式题;(2)通过逆向思考构造变式题;(3)通过类比构造变式题;(4)通过物理模型推广构造变式题;

(5)通过概念或过程“属性”变化构造变式题.

关键词:问题变式  物理  构造  模型  否定假设法

  变式教学是物理教学的热点问题,也是中学教

师自觉或不自觉运用的常用方法.将源问题加以变

化,称为问题变式.变式题的构造可通过对某一源问

题进行条件变换、结论探索、逆向思考、图形变化、类

比、推广等多角度、多方位的思考,使一道题变为一

类题,达到举一反三的效果.教师进行变式教学,可

根据不同的教学目标、教学任务和不同的生源状况

构造出相应的变式题,教学实践中编拟变式题的方

法很多,但常见的有如下几种.

1 通过变换背景构造变式题

1.1 给物理命题配置实际背景

【例1】一质点在某高度以10m/s的速度匀速

竖直上抛,经17s后到达地面.求抛出时物体离地的

高度.
变式:气球以10m/s的速度匀速竖直上升,从

气球上掉下一个物体,经17s到达地面.求物体刚脱

离气球时气球的高度.(g=10m/s2)

事实上,这一实际情景所反映的物理问题的本

身就是源问题.

1.2 实际背景的配置转换

【例2】小船横渡一条宽100m的河流,船在静

水中的速度5m/s,水流速3m/s,要使渡河时间最

短,船的实际位移是多少?

变式:民族运动会上有一个骑射项目,运动员骑

在奔驶的马背上,弯弓放箭射击侧向的固定目标,如

图1所示.假设运动员骑马奔驰的速度为v1,运动员

静止时射出的弓箭速度为v2.跑道离固定目标的最

近距离为d.假定运动员射箭时所用力量都相同,要

想命中目标且射出的箭在空中飞行时间最短,弓箭

运动员放箭处离目标的距离是多少? (本题忽略竖

直方向运动的影响.)

图1 
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骑射项目

量和角动量,它们的轨道可能是圆,也可能是椭圆,

还可能是抛物线,或者是双曲线的一支,但任意时刻

3个天体始终构成一个正三角形.
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