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  计算力学体系小振动的周期,是物理竞赛中常

见的问题.文献[1,2]分别用动力学法和能量法讨

论如下“可动悬点摆”的周期:如图1所示,质量为m
的小环套在固定水平光滑杆上,小环又通过长为l
的轻绳与质量为M 的小球连接,证明此体系在小角

度下的运动是谐运动,并求其周期.

图1

更简捷、更程序化的推导方法是用分析力学的

拉格朗日方程[3]求解:设广义坐标为m 沿水平杆运

动的坐标x 和M 摆动的角度θ,则

xM =x+lsinθ

yM =lcosθ
求得体系的动能为

T=m
2x

·2+M
2
(x·2M +y·2M)=
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2 x·2+M

2l
2θ
·
2+Mlx·θ

·
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以水平杆为势能零平面,则体系势能为

V=-Mglcosθ
所以体系的拉格朗日函数为

L=T-V=   
m+M
2 x·2+M
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·
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代入拉格朗日方程
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积为S的锥形,则山体的整体质量m1 为

     m1=13HSρ (6)

图1 山体的锥形架构

山基被熔化的那部分物质的质量m2 为

     m2=ΔHSρ (7)

若山体整体下降ΔH 时重力势能的减少恰好等

于山脚下厚度为ΔH 的山基物质熔化所需要的能

量,则有

     m2L=m1gΔH (8)

由式(2)、(3)、(6)、(7)和(8)可得,半径为R的

星体上的山体的高度的上限为

     H= 9L
4πGρR

(9)

故该星球上的山体的高度应该满足

     H ≤ 9L
4πGρR

(10)

比较(5)、(10)两式,可以发现:锥形山体模型

的极限高度是柱形山体模型极限高度的3倍.

3 结束语

由于山体的宏观外形都是锥形的,以锥形对山

体建模,是符合实际的.鉴于科学性是命制试题的首

要标准,笔者借助贵刊建议命题人,在命制新型试题

时,一定要尽可能从实际出发,多方论证,尽量让物

理建模与实际情况相吻合.
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整理得

(m+M)x··+Ml(θ
··
cosθ-θ

·
2sinθ)=0

lθ
··
+x··cosθ+gsinθ=0

消去x··,有

  θ
··
[(m+M)l-Mlcos2θ]+

θ
·
2(Mlcosθsinθ)+(m+M)gsinθ=0 (1)

文献[4]也推出了式(1),遗憾的是该文作者认

为“上述微分方程求解甚难,…… 也没有结论.但是

将它和单摆的运动微分方程 mlθ
··
+mgsinθ=0对

比,发现该方程明显多一平方项θ
·
2,二者的解肯定没

有可比性和相似性”.
其实,上述判断是错误的.因为在小振动情况

下,θ和θ
·
皆为小量,在泰勒级数展开式[5]

sinθ=θ-θ3
3! +θ5

5! -…+
(-1)nθ2n+1

(2n+1)! +…

cosθ=1-θ2
2! +θ4

4! -…+
(-1)nθ2n

(2n)! +…

中略去高阶小量,最终只保留θ,θ
·
的一阶项,即作近

似sinθ≈θ,cosθ≈1,θ
·
2 ≈0,则式(1)化简为

   mlθ
··
+(m+M)gθ=0

推得    θ
··
+
(m+M)g

ml θ=0 (2)

式(2)表明小角度下体系做谐运动,且周期T=

2π ml
(m+M)g

,与文献[1,2]的结果一致.

在小角度条件下简化微分方程的这个近似处理

用得很多,例如文献[6]研究的竞赛题.
如图2所示,一个质量为M 的槽放在水平光滑

地面上,一个质量为m,摆长为l的摆球放在槽内带

动槽在水平面内小角度振动,球直径恰等于槽左右

壁距离,且摆球在最低点时也不和槽底接触,槽内壁

光滑,求这个系统的振动周期.

图2 竞赛题题图

文献[6]用了4种方法,下面我们另用拉格朗日

方程求解:设广义坐标为θ,则

x=lsinθ x·=lθ
·
cosθ

体系动能

T=M
2x

·2+m
2l

2θ
·
2=l2
2
(Mcos2θ+m)θ

·
2

势能 V=-mglcosθ
拉氏函数

L=T-V=l2
2
(Mcos2θ+m)θ

·
2+mglcosθ

代入拉氏方程

d
dt
∂L
∂θ
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整理后有

l2(Mcos2θ+m)θ
··
-Ml2θ

·
2sinθcosθ+mglsinθ=0

考虑小振动时θ,θ
·
皆为小量,仅保留它们的一

阶项,即

sinθ≈θ cosθ≈1 θ
·
2 ≈0

微分方程可简化为

(M+m)lθ
··
+mgθ=0

解得 T=2π
(M+m)l

mg
同文献[6]的结果是一致的.

从上述两个题目的研究可以发现,小角度条件

下简化微分方程的这个近似处理很重要,同时也看

到分析力学处理问题的优越性 ——— 简捷而程序化.
当然,分析力学最重要的地方不在于此,而是对经典

物理和近代物理提供统一的表达形式,它是通向量

子力学、统计力学、量子场论等领域的必经之路.
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