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摘 要:运用待定参数法推导了n个同频率、同方向简谐振动的合成公式,讨论了合成公式的若干特例;并以此

为例阐述了待定参数法解决数理问题的一般原则、应用技巧及其方法论意义.
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1 前言

一个质点同时参与了两个或多个简谐振动的问

题,便涉及简谐振动的合成[1,2].两个同频率、同方

向简谐振动的合成问题,现行教科书一般都采用旋

转矢量叠加法(亦即参考圆方法)或复向量法[1~6],

这两种方法比较直观和简便;而对于多个简谐振动

的合成,旋转矢量合成法虽然原则上可行,但计算过

程较为繁复,甚至不可行.本文提出了一套待定参数

法,可十分简便地推导出多个同频率、同方向简谐振

动的合成振幅及初相位的计算公式.鉴于现行教科

书和文献对于简谐振子合成运动的待定参数法甚少

提及[1~6],本文特作介绍.

2 待定参数法的应用的一般原则

在科学研究过程中,当我们对一组观测数据按

照其固有的变化规律进行某种曲线拟合时,如回归

分析中的最小二乘法,采用的就是待定参数法.在数

理科学中,我们常常将某些函数按照其标准形式进

行合成或分解,前者如数学中周期函数的傅立叶级

数分解,基于初值或边值条件的微分(偏微分)方程

的定解问题,有理分式的部分分式化分解;后者如量

子力学中原子基态波函数的里兹变分法[7]、粒子物

理中共振态对于布莱特 维格纳曲线的参数拟合等

都可应用待定参数法加以解决[8],本文关于n个同

频率、同方向简谐振动的合成公式的推导,也是待定

参数法的一个很好的应用范例.
当我们按照具有m 个独立的自变量的标准形

式的函数F(t1,t2,…,tm),将n个已知的函数fi(t1,

t2,…,tm),(i=1,2,…,n),进行合成运算时,应具

有如下所述的恒等式

   ∑
n

i=1
fi(t1,t2,…,tm)≡

  F(t1,t2,…,tm;c1,c2,…,cl) (1)

式中ci(i=1,2,…,l),是l个待定的常参量,而ti(i=

1,2,…,m),是m 个独立的自变量.这种合成运算之

所以能运用待定参数法,其根据是,式(1)对变量ti

的任意取值均成立,即它是一恒等式.因此我们可在

函数F及fi(i=1,2,…,n)的定义域内对ti 任意取

值,从而可得关于ci的若干独立的方程,它应有且仅

有l个独立的参数方程,由此求出的ci值应使式 (1)

成为恒等式.这就是应用待定参数法的一般原则,但

基于一个前题 ——— 必须首先证明标准形式的存在

性,以保证合成公式的合理性.下面运用待定参数法

推导n个同频率、同方向简谐振动的合成公式,并以

此为例,阐述待定参数法的应用原则与技巧.

3 n个同频率同方向简谐振动的合成公式

假设一个质点同时参与了n个简谐振动,其中

第i个简谐振动xi(t)的方程为
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xi(t)=Aicos(ωt+φi),(i=1,2,…,n) (2)

其中Ai 与φi 分别是第i个谐振的振幅及初相位,ω
是圆频率.下面运用待定参数法探求其合成振动的

振幅及初相位公式.
首先,我们必须证明合成振动

x(t)=∑
n

i=1
xi(t)

仍然可写成标准形式

x(t)=cos(ωt+φ)

即它仍然是简谐振动.这个结论可用高中生能理解

的数学归纳法加以证明,先证明两个同频率、同方向

简谐振动的合成结果仍为一简谐振动

x(t)=Acos(ωt+φ0)≡
A1cos(ωt+φ1)+A2cos(ωt+φ2)≡
(A1cosφ1+A2cosφ2)cosωt-
(A1sinφ1+A2sinφ2)sinωt=

acosωt-bsinωt=A(2)cos(ωt+φ
(2))

其中

a=A1cosφ1+A2cosφ2
b=A1sinφ1+A2sinφ2

因而

A(2)= A2
1+A2

2+2A1A2cos(φ1-φ2) (3)

tanφ
(2)=A1sinφ1+A2sinφ2

A1cosφ1+A2cosφ2
(4)

再用数学归纳法可很容易地推广到n 个同频

率、同方向简谐振动的合成的结果,它仍然是一简谐

振动(证明过程从略),但运用简谐振动的微分方程

证明这一结论更为简洁,(高中竞赛学生能够理解),

这是因为由

x(t)=∑
n

i=1
xi(t)=∑

n

i=1
Aicos(ωt+φi) (5)

两边对t求二阶导数可得

d2x(t)
dt2 =-∑

n

i=1
ω2Aicos(ωt+φi)=

-ω2∑
n

i=1
xi(t)=-ω2x(t)

故       d
2x
dt2 +ω2x=0 (6)

仍然满足一般简谐振动的微分方程,因此合成振动

x(t)必然也是一简谐振动,也就是说合成振动x(t)

也具有标准形式x(t)=Acos(ωt+φ0),其中A,φ0

为待定的参数.运用待定参数法,在以下恒等式中

  x(t)=Acos(ωt+φ0)≡

   ∑
n

i=1
Aicos(ωt+φi) (7)

令t=0,可得

  Acosφ0=∑
n

i=1
Aicosφi (8)

再令t=3T4
,ωt=3πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,可得

  Asinφ0=∑
n

i=1
Aisinφi (9)

将(8)、(9)两式平方相加,即得

A2= ∑
n

i=1
Aicosφ( )i

2
+ ∑

n

i=1
Aisinφ( )i

2
=

 ∑
n

i=1
A2

i +2∑
n

i=1
∑
n

j=1
j≠i

AiAjcos(φi-φj) (10)

由于

  AiAjcos(φi-φj)=

 
AjAicos(φj-φi) 当i≠j时

A2
i =A2

j   当i=j{ 时
(11)

因此AiAjcos(φi-φj)对于i,j脚标具有交换

对称性.于是式(10)可如下表达

A2=∑
n

i=1
A2

i +∑
n

i=1
∑
n

j=1
j≠i

AiAjcos(φi-φj)=

  ∑
n

i=1
∑
n

j=1
AiAjcos(φi-φj) (12)

因此

  A= ∑
n

i=1
∑
n

j=1
AiAjcos(φi-φj) (13)

当∑
n

i=1
Aicosφi≠0时 ,将式(9)除以式(8),可

得

   tanφ0=
∑
n

i=1
Aisinφi

∑
n

i=1
Aicosφi

(14)

上式尚不足以在区间(-π,π]唯一的确定合成振动

的初相位[9~11],而须由式(14)结合∑
n

i=1
Aicosφi的正

负符号,即可最终唯一地确定φ0.
如下两种特例情形值得讨论:

(1)当n=2时,由式(13)、(14)可自然地得到两
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个同频率、同方向的简谐振动的合成振幅与初相位

公式

 A= A2
1+A2

2+2A1A2cos(φ1-φ2) (15)

 tanφ0=
A1sinφ1+A2sinφ2
A1cosφ1+A2cosφ2

(16)

正好与教材中用旋转矢量法得到的结果[1,2].
(2)当n个同频率、同方向简谐振动同时还具有

相同的初相位,即φ1=φ2=…=φn 时,由(13)、(14)

两式可得合成振幅与初相位的正切分别为

A= ∑
n

i=1
∑
n

j=1
AiAj = ∑

n

i=1
A( )i

2
=

  A1+A2+…+An (17)

 tanφ0=tanφi,(i=1,2,…,n) (18)

不失一般性,可取φ0=φi,(i=1,2,…,n).

4 结论

综合以上的论述可知,多个同频率、同方向简谐

振动的合成问题可运用待定参数法十分简单地加以

解决,其所得的合成振幅及位相公式 ———(13)、

(14)两式具有非常对称、简洁的特点,便于记忆.待

定参数法的优点还在于确定待定参数的方程或方程

组具有灵活的选择性,即可选择某些特殊的自变量

而使待定方程(组)具有尽可能简单的易于求解的

形式.也正因为如此,待定参数法在许多科学研究过

程中都得到了广泛的应用.
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SynthesisFormulaeofnSimpleHarmonicVibrations
BasedonUndeterminedParametersMethod

ZhouGuoquan QiNing
(SchoolofPhysicsandTechnology,WuhanUniversity,Wuhan,Hubei 430072)

Abstract:Thesynthesisformulaefornsimpleharmonicoscillatorswiththesamevibrationdirectionand

frequencyarededucedbasedon methodofundeterminedparameters,somespecialexamplesarenumeratedand

analyzedconcretelyinillustrationofthesynthesisformulae.Ontheotherhand,theapplicationprinciples、

proceduresandapplicationfieldsofthismethodarealsothrownlightonanddiscussedindetail.

Keywords:simpleharmonicoscillator;harmonicvibration;vibrationsynthesis;methodofundetermined

parameters;methodology
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