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摘 要:利用巨正则系综理论导出了异核双原子分子理想气体的热力学量,并讨论了粒子数涨落情况.
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  在统计力学中,已有用巨正则分布导出单原子

分子理想气体的热力学量的例子[1,2],但对双原子

分子理想气体却还未有.双原子分子包括同核双原

子分子和异核双原子分子,它们的平动热容量CtV 和

振动热容量Cv
V 计算相同,在讨论它们的转动热容量

时,由于同核双原子分子需要考虑微观粒子全同性

的影响,所以同核与异核双原子分子的转动热容量

有明显差异.例如,在低温情况下的同核双原子分子

中,当其核分别为费米子和玻色子时,同核双原子比

异核双原子分别多了一个因子Sn +1
Sn

和 Sn

Sn +1
,即

费米子核的热容量增大,玻色子核的热容量减小,但
它们都随温度趋于零而为零,转动自由度冻结[3].为
明确起见,在此只讨论异核双原子分子.如果暂不考

虑原子内电子的运动,则在一定近似下双原子分子

的配分函数Z1 可以视为平动配分函数Zt1,振动配

分函数Zv
1 与转动配分函数Zr1 之积.则配分函数Z1

为[1]

Z1=Zt1·Zv
1·Zr1

在巨正则系综理论中,巨配分函数Ξ的定义是

Ξ=∑
∞

N=0
∑
s
e-αN-βEs =∑

∞

N=0
e-αN∑

s
e-βEs

上式包含两重求和:在某粒子数 N 下对系统所

有可能的微观状态s求和,而粒子数 N 可以取0~
∞ 中的任何数值,再对所有可能的N 求和.

其中

∑
s
e-βEs =ZN(T,V)= 1

N!
[Z1(T,V)]N

上式中的Z1(T,V)正是双原子分子的配分函数.
对于异核的双原子分子可知[1]:

(1)平动配分函数
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(2)振动配分函数

对于双原子分子的理想气体而言,由于已将两

原子相对运动考虑为简谐振动,所以分子的振动配

分函数

Zv
1=∫exp -β

2μ
p2r +μ2ω2r( )é
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= 2π
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(3)转动配分函数

Zr1=∫exp -β
2Ip2θ + 1

sin2θp
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其中I=μr2为转动惯量,μ= m1m2

m1+m2
为约化质

量,r是两原子核之间距离的平衡值,m=m1+m2是

两原子的质量之和,即分子的质量.
从而易知
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Ξ=∑
∞

N=0

1
N!

[e-∂Z1tZ1vZ1r]N=

exp[e-∂Z1tZ1vZ1r]
推得 lnΞ=e-∂Z1tZ1

vZ1
r

利用巨正则系综理论的热力学公式,我们将得

到系统的平均粒子数

N=-∂lnΞ∂α =lnΞ

得 α=ln
Z1tZ1

vZ1
r

é

ë
êê

ù

û
úúN =

ln VI
Nωh0

6
211π9m3

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

7
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

化学势为

μ=-kTα=-kTlnZ1tZ1vZ1ré
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内能为

U=-∂lnΞ∂β
=72N·1

β
=72NkT

定容热容量为

CV = ∂U
∂
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T V
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压强为

p=1
β
∂lnΞ
∂V =kT

V
·V·∂lnΞ∂V =

kT
V
·N

得 PV=NkT
熵为
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再将α代入上式得
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上述所有的热力学量都包含了系统的平均粒子

数N,由于大量微观粒子的无规则热运动,系统的粒

子数与平均粒子数N 存在涨落,粒子数的绝对涨落

为
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粒子数的相对涨落为
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其另外一种形式为
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将异核双原子分子中p=KT
V N 代入上式得
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上式说明异核双原子分子粒子数的相对涨落与

N-1成正比,对于宏观系统,平均粒子数N很 大

(N ~1023),相对涨落很小,可以忽略不计.
前面我们推导出异核双原子分子理想气体的内

能U=72NKT,定容热容量CV =72NK,这和经典

统计的能量均分定理所得结果一致,适合在常温或

者高温情况下的理想气体的定容热容的计算.而在

低温情况下,这就与热力学第三定律的一个重要推

论相矛盾,即在温度T 趋于零的时候物质体系的热

容量应该趋于零[4].此时,需要用量子统计来代替经

典统计.则其平动配分函数应为

Zt1=∑
l
ωle-βεl =∑

∞

nx=0
e-2π

2ħ2β
mL2

·n2x

其中nx =0,±1,±2,…,简并度ωl 应取为1[4].
转动配分函数应为

Zr1=∑
∞

l=0
2l+( )1·e-l 2l+( )1 ħ2

2lkT

引入特征温度θr=ħ
2

2kI
,则有

Zr1=∑
∞

l=0
2l+( )1e-

θr
Tl l+( )1

由于热力学量的振动部分在高温时才开始占主

导地位,所以在低温情况下可认为振动能级基本上

都没有被激发,其贡献的热容几乎为零[4].由于本文

主要是为了用巨正则分布推导出异核双原子分子理

想气体在常温或高温下的热力学量,所以就不再详

细说明低温下的热容情况.
至此,我们利用巨正则系综理论讨论了异核双
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  一般刻度尺的最小分度是 mm,要使测量结果

更精确一些,可以使用游标卡尺.如图1所示,所需

测量工件的宽度为9.5mm,其中小数点后的“0.5”

即为测量结果中的估计值,存在一定的测量偶然误

差.若要更精确地测量该工件的宽度,可以使用游标

卡尺,如图2所示,其读数为9.6mm.游标卡尺的读

数真的这么简单、方便吗? 其实仔细想想还是能发

现一些问题的. 图1 

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

刻度尺测工件

原子分子理想气体的热力学量并对粒子数涨落作了

分析.
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UsingtheGrandCanonicalDistributiontoInfer
theThermodynamicQuantitiesofanIdealGas

withHeteronuclearDiatomicMolecules
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Abstract:Thethermodynamicquantitiesofanidealgaswithheteronucleardiatomicmoleculesarederivedby

usingthegrandcanonicalensembletheory,andthefluctuationofparticlenumbersisdiscussed.

Keywords:grand canonical ensemble;ideal gas of heteronuclear diatomic molecules;thermodynamic

quantities;fluctuationofparticlenumbers
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