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摘 要:利用点电荷的电势和电势叠加原理,得到了均匀带电矩形线圈空间电势分布的表达式;再根据场强与

电势梯度的关系,推导出均匀带电矩形线圈空间电场分布的表达式.
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  有限带电体的电势分布和场强分布是电磁学

中的重要内容.文献[1]用一段均匀带电细棒的场

强和场强叠加原理研究了均匀带电正方形线圈的空

间电场分布.本文利用点电荷的电势和电势叠加原

理[2],得到了均匀带电矩形线圈的空间电势分布,再

根据场强与电势梯度的关系[2],推导出均匀带电矩

形线圈的空间电场分布.方法简单,结果明确,希望

本文可以帮助同学们更好地理解和掌握点电荷的电

势、电势叠加原理和场强与电势梯度的关系.

1 电势分布

如图1所示,有一带电荷量为Q 的均匀带电矩

形线圈,电荷线密度为λ,AB 边长为2a,BC 边长为

2b.建立如图1所示的三维直角坐标系 Oxyz,矩形

的中心点为坐标原点,Ox 轴平行于AB 边,Oy轴平

行于CB 边.取无穷远处为零电势参考点,则均匀带

电的AB 边在任意场点P(x,y,z)产生的电势为

UAB =∫
a

-a

1
4πε0

λdx′
(x-x′)2+(y-b)2+z2

利用积分公式

∫
x2

x1

dx
x2+a2

=lnx2+ x2
2+a2

x1+ x2
1 +a2

得

UAB = λ
4πε0

lnx+a+ (x+a)2+(y-b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y-b)2+z2

(1)

同理可得

UBC =

λ
4πε0

lny+b+ (x-a)2+(y+b)2+z2

y-b+ (x-a)2+(y-b)2+z2
(2)

UCD =

λ
4πε0

lnx+a+ (x+a)2+(y+b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y+b)2+z2
(3)

UDA =

λ
4πε0

lny+b+ (x+a)2+(y+b)2+z2

y-b+ (x+a)2+(y-b)2+z2
(4)

图1 均匀带电线圈的电势分布

所以,将式(1)~(4)代入下式中就可得到均匀

带电矩形线圈在任意场点P(x,y,z)产生的电势,

即

  UP =UAB +UBC +UCD +UDA (5)

假设a=b,x=0,y=0,且有z≫a(b),利用

1+x =1+12x- 1
2·4x

2+…
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忽略高阶无穷小,由式(1)可知

UAB ≈ λ
4πε0

ln
1+a

z
1-a

z
再利用

eα =1+α+ 1
2!α

2+…

并忽略高阶无穷小,可得

UAB ≈ λ
4πε0

2a
z

所以

UP ≈4 λ
4πε0

2a
z = Q

4πε0z
此结果与点电荷的电势公式一致.

2 电场分布

根据场强与电势梯度的关系,可得到均匀带电

矩形线圈在任意场点P(x,y,z)产生的场强为

EP =-ÑUP =

- ∂UP

∂xi+∂UP

∂yj+∂UP

∂z
æ

è
ç

ö

ø
÷k =

- ∂UAB

∂x +∂UBC

∂x +∂UCD

∂x +∂UDA

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x i-

∂UAB

∂y +∂UBC

∂y +∂UCD

∂y +∂UDA

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

y j-

 ∂UAB

∂z +∂UBC

∂z +∂UCD

∂z +∂UDA

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

z k (6)

其中

∂UP

∂x =∂UAB

∂x +∂UBC

∂x +∂UCD

∂x +∂UDA

∂x

∂UP

∂y =∂UAB

∂y +∂UBC

∂y +∂UCD

∂y +∂UDA

∂y
∂UP

∂z =∂UAB

∂z +∂UBC

∂z +∂UCD

∂z +∂UDA

∂z
由式(1)~ (4)可得

∂UAB

∂x = λ
4πε0

·

1+ x+a
(x+a)2+(y-b)2+z2

x+a+ (x+a)2+(y-b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

1+ x-a
(x-a)2+(y-b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(7)

∂UBC

∂x = λ
4πε0

·

x-a
(x-a)2+(y+b)2+z2

y+b+ (x-a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

x-a
(x-a)2+(y-b)2+z2

y-b+ (x-a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(8)

∂UCD

∂x =± λ
4πε0

·

1+ x+a
(x+a)2+(y+b)2+z2

x+a+ (x+a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

1+ x-a
(x-a)2+(y+b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y+b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(9)

(当|x|>a时取“+”,当|x|≤a时取“-”)

∂UDA

∂x = λ
4πε0

·

x+a
(x+a)2+(y+b)2+z2

y+b+ (x+a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

x+a
(x+a)2+(y-b)2+z2

y-b+ (x+a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(10)

∂UAB

∂y = λ
4πε0

·

y-b
(x+a)2+(y-b)2+z2

x+a+ (x+a)2+(y-b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

y-b
(x-a)2+(y-b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(11)

∂UBC

∂y = λ
4πε0

·

1+ y+b
(x-a)2+(y+b)2+z2

y+b+ (x-a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

1+ y-b
(x-a)2+(y-b)2+z2

y-b+ (x-a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(12)

∂UCD

∂y = λ
4πε0

·
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y+b
(x+a)2+(y+b)2+z2

x+a+ (x+a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

y+b
(x-a)2+(y+b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y+b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(13)

∂UDA

∂y =± λ
4πε0

·

1+ y+b
(x+a)2+(y+b)2+z2

y+b+ (x+a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

1+ y-b
(x+a)2+(y-b)2+z2

y-b+ (x+a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(14)

(当|y|>b时取“+”,当|y|≤b时取“-”)

∂UAB

∂z = λ
4πε0

·

z
(x+a)2+(y-b)2+z2

x+a+ (x+a)2+(y-b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

z
(x-a)2+(y-b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(15)

∂UBC

∂z = λ
4πε0

·

z
(x-a)2+(y+b)2+z2

y+b+ (x-a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

z
(x-a)2+(y-b)2+z2

y-b+ (x-a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(16)

∂UCD

∂z = λ
4πε0

·

z
(x+a)2+(y+b)2+z2

x+a+ (x+a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

z
(x-a)2+(y+b)2+z2

x-a+ (x-a)2+(y+b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(17)

∂UDA

∂z = λ
4πε0

·

z
(x+a)2+(y+b)2+z2

y+b+ (x+a)2+(y+b)2+z2

é

ë

ê
ê
ê -

z
(x+a)2+(y-b)2+z2

y-b+ (x+a)2+(y-b)2+z

ù

û

ú
ú
ú2

(18)

将式(7)~ (18)代入式(6)就可以得到均匀带电矩

形线圈在任意场点P(x,y,z)产生的场强EP.

当x=0,y=0,且z远大于a 和b时,有

Ex =0  Ey =0

Ez ≈λ(4a+4b)
4πε0z2 = Q

4πε0z2

同理,当z=0,y=0,且x 远大于a 和b时,有

Ez=0  Ey =0

Ex ≈λ(4a+4b)
4πε0x2 = Q

4πε0x2

当x=0,z=0,且y远大于a 和b时,有

Ex =0  Ez=0

Ey ≈λ(4a+4b)
4πε0y2 = Q

4πε0y2

这些结果与点电荷的场强公式一致,说明均匀带电

的矩形线圈相对于无穷远处的P 点来说,可以看做

一个点电荷.

3 结论

综上所述,本文对均匀带电矩形线圈的空间电

势分布和空间电场分布进行了求解.利用点电荷的

电势公式和电势叠加原理,得到了均匀带电矩形线

圈空间电势分布的表达式;再根据场强与电势梯度

的关系,推导出均匀带电矩形线圈空间电场分布的

表达式.当场点P 到线圈的距离远大于线圈本身的

尺寸时,P 点的电势和场强分别趋近于点电荷的电

势和场强.希望本文的计算过程和结果有助于同学

们更好地理解和掌握点电荷的电势、电势叠加原理

以及场强与电势梯度的关系.
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