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摘 要:将一般非惯性系中的质点动力学推广到刚体动力学,包括非惯性系中的质心运动定理和对质心的角动

量定理,得出它们的一般矢量表达式.二者构成非惯性系中刚体动力学的完备方程组.具体的讨论表明,一般来说,

惯性力对质心的力矩之和不为零,或惯性力的合力并不通过质心.最后对两定理进行了举例说明.
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1 理论

在一般旋转的非惯性系中,质点的加速度a′与

其在惯性系中的加速度a 的关系[1]为

a=a′+a0+α×r′+
    Ω×(Ω×r′)+2Ω×v′ (1)

其中a0 为旋转系原点的加速度,Ω,α为旋转系的角速

度和角加速度,r′,v′为质点在旋转系中的矢径和速

度.由此可以得到非惯性系中的质点动力学表达式[1]

F-ma0-mα×r′-mΩ×(Ω×r′)-
2mΩ×v′=ma′ (2)

左边第一项为真实力,其他都是惯性力,包括牵连惯

性力-ma0-mα×r′-mΩ×(Ω×r′)和科里奥利

力-2mΩ×v′.这就是说,牛顿第二定律的形式在各

种参考系中都是一样的,只要加上各种惯性力.
质点系情形会如何? 此时,式(2)中新增的惯

性力都是外力,内力情形不变,故而各种结论不变,
只要在外力项中增加惯性力项即可.文献[2]给出

了一般非惯性系中的质点系角动量定理.本文欲讨

论其中的刚体动力学方程.教材[3]对此有讨论,但
其主要使用分量语言,且主要是举例说明.本文将使

用矢量语言,并给出一般结论.
令r′c,v′c,a′c分别为旋转系中质心的位矢、速度和

加速度.质心运动定理为

∑
i

Fi-∑
i
mi[a0+α×r′i
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Ω×(Ω×r′i)+2Ω×v′i]=Ma′c
其中r′i,v′i为质点i相对于转动系的位矢和速度.由于

∑
i
mi=M,且

     
∑
i
mir′i=Mr′c

∑
i
miv′i=Mv′c

(3)

故有

∑
i

Fi-Ma0-Mα×r′c-MΩ×(Ω×r′c)-

   2MΩ×v′c=Ma′c (4)
这就是一般非惯性系中的质心运动定理.可见,就此

而言,各处惯性力的效应只需集中于质心即可.这其

实是因为,式(3)是矢径(或速度)的一次式,而质心

正是按一次式等效来定义的.
角动量定理则内容丰富多了.令ric,r′ic分别为惯

性系中和旋转系中质点i相对于质心的位矢,ω′为

旋转系中刚体的角速度.刚体对质心的角动量定理

为

∑
i
r′ic×Fi-∑

i
mir′ic×[a0+α×r′i+

Ω×(Ω×r′i)+2Ω×v′i]=d
*

dt
(Ic·ω′) (5)

其中,d
*

dt
为旋转系中的相对时间导数

Ic=∑
i
mi(r2icE-ricric)=

   ∑
i
mi(r′2icE-r′icr′ic) (6)

为刚体对质心的转动惯量张量,E为单位张量.注意

相对于质心的位矢与参考系无关,故有ric=r′ic.式
(5)中的各种惯性力矩是本文讨论的核心内容.

由于∑
i
mir′ic=0,惯性力矩第一项简单

-∑
i
mir′ic×a0=0

后几项由于是矢径(或速度)的二次式,就不可能还

是那么简单了.以下逐项分析.惯性力矩第二项等于

-∑
i
mir′ic×[α×(r′ic+r′c)]=-∑

i
mir′2icα+

∑
i
mir′icr′ic·α=-Ic·α=-Ic·d

*Ω
dt

惯性力矩第三项等于

-∑
i
mir′ic×{Ω×[Ω×(r′ic+r′c)]}=

-∑
i
mir′ic×[Ω(Ω·r′ic)-Ω2r′ic]=

-∑
i
mir′ic×Ω(Ω·r′ic)=-Ω×Ic·Ω

而科里奥利力矩为

-∑
i
mir′ic×[2Ω×(v′ic+v′c)]=

-2Ω(∑
i
mir′ic·v′ic)+2Ω·(∑

i
mir′icv′ic)=

-2Ω(∑
i
mir′ic·v′ic)+

Ω·∑
i
mi(r′icv′ic+v′icr′ic)-

Ω·∑
i
mi(v′icr′ic-r′icv′ic)=

-Ω·d
*

dtIc-Ω×(∑
i
mir′ic×v′ic)=

-Ω·d
*

dtIc-Ω×Ic·ω′

于是,角动量定理式(5)左边的总力矩为

∑
i
r′ic×Fi-d

*

dt
(Ic·Ω)-Ω×Ic·(ω′+Ω)

将其代入式(5),即得

∑
i
r′ic×Fi=d

*

dt
[Ic·(ω′+Ω)]+

    Ω×Ic·(ω′+Ω) (7)

对于Ic中的r′ic利用d
*B
dt =ω′×B(B为固连于刚体的

矢量),于是式(7)中的导数项等于

d*Ic
dt
·(ω′+Ω)+Ic·d

*

dt
(ω′+Ω)=

ω′×Ic·(ω′+Ω)+Ic·(ω′+Ω)×ω′+
      Ic·(β′+α)

其中β′=d
*ω′
dt

为旋转系中测得的刚体角加速度.注

意Ic 有两个矢量符号,其导数对应前两项.于是式

(7)变为

∑
i
r′ic×Fi=(ω′+Ω)×Ic·(ω′+Ω)+

   Ic·(Ω×ω′+β′+α) (8)
式(7)和(8)就是一般转动系中刚体对质心的角动

量定理.式(4)和(8)就构成一般非惯性系中刚体动

力学的完备方程组.
利用绝对导数和相对导数的关系

dA
dt=d

*A
dt +Ω×A

可以发现式(7)和(8)其实就是惯性系中的下列两

个结果[4]

∑
i
ric×Fi=ddt

(Ic·ω)=

ω×Ic·ω+Ic·dωdt
(ω=ω′+Ω)

可见,我们的结果正确.此外,式(5)中各项惯性力
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的效应,只有第一项的力矩为零,故而只有该项的合

力通过质心,其他项的合力都不通过质心.

2 举例

兹举教材[3]中一例.一相当粗糙的平面绕平

面内一竖直线以常角速度Ω 转动.一均匀圆球在重

力作用下沿平面做纯滚动,初始时圆球相对平面无

运动.求证在以后的运动中球心永远不会低于它初

始水平面以下5g
Ω2 的位置.

图1 在旋转的竖直平面内滚动的球

依题意,a0=0,α=0,Ic=kMR2E(本题中k=
2
5
).取匀速旋转的平面为参考系(非惯性系),如图

1(b)所示建立坐标系,其中y轴垂直于平面,z轴沿

转轴方向.则N=Ney.R从球心指向平面,故

r′c=x+z-R=xex +zez-R
于是,质心运动定理式(4)给出

N+f+G+MΩ2(x-R)-2MΩ×v′c=Ma′c
即

    fx +MΩ2x=Mx
·· (9)

    N+MΩ2R-2MΩx
·
=0 (10)

    fz-Mg=Mz
·· (11)

对质心的角动量定理式(8)给出

R×f=kMR2(Ω×ω′+β′)
(注意此时Ic 对称,式(8)右边第一项为零),即

   -fz=kMR(-Ωω′y+ω
·
′x) (12)

    0=Ωω′x+ω
·
′y (13)

    fx =kMRω
·
′z (14)

无滑滚动条件给出

v′c+ω′×R=0
即

     x
·
+ω

·
′zR=0 (15)

     z
·
-ω

·
′xR=0 (16)

此外还需满足不等式N ≥0和|f|≤μN.
由式(11)、(12)、(13)和(16)消fz,ω′x,ω′y,得

    z
··
+ kΩ2

1+kz
·
=0 (17)

    

fz=m(g+z
··)

  ω′x=z
·

R

ω′y= 1
kΩR

[g+(1+k)z
··]

(18)

式(17)表明,z
·
做简谐振动.据题意,z

·(0)=0,ω′x(0)=
ω′y(0)=0.而由式(18),有

z
··(0)=- g

1+k
故由式(17)和初始条件可以得到,z

·(t);再积分,即
得

z-z(0)=- g
kΩ2 1-cos k

1+kΩ
æ

è
ç

ö

ø
÷t (19)

把k=25
代入,命题得证.由式(18)可进而得到fz,

ω′x,ω′y随时间的关系.
但原题是有瑕疵的.由式(9)、(14)和(15)消

fx,ω′z,得

    x
··
- Ω2

1+kx=0 (20)

   
fx =- k

1+kMΩ2x

  ω′z=-x
·

R

(21)

式(20)表明,小球离轴的距离x 随时间指数增加.由
题意,x

·(0)=0,ω′z(0)=0.代入方程(10),得N(0)<
0.但N(0)至少为零0,因为N<0表示两物体相互

拉扯而不是挤压.另外,原题说平面相当粗糙,这要

求|f|
N

有界.由式(21)知|f(0)|>0,这就要求

N(0)[或x
·(0)]还要更大.具体的讨论无关本文宏

旨,从略.
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