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摘 要:在高中物理习题训练中,难免出现一些想当然的题目,由于缺乏对题目中适用条件的深入思考,会出现

一些不切合实际的情况,本文针对高中物理常见的一道关于小球脱离墙面问题的习题进行了深入探析.
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1 提出问题

在很多参考书上都有这样一道习题:如图1所

示,一个长直轻杆两端分别固定一个小球A和B,两

球质量均为m,两球半径忽略不计,杆的长度为l.先

将杆AB 竖直靠放在竖直墙上,轻轻拨动小球B,使

小球B 在水平面上由静止开始向右滑动,当小球A

沿墙下滑距离为l
2

时,不计一切摩擦,下列说法正

确的是

A.杆对小球A 做功为1
4mgL

B.小球A 和B 的速度都为1
2 gl

C.A,B 的速度分别为1
2 3gl 和1

2 gl

D.杆与小球A 和B 组成的系统机械能守恒

图1 题图

解:当小球A 沿墙下滑距离为l
2

时,设此时A

球的速度为vA,B 球的速度为vB.
根据系统机械能守恒得

mgl
2=12mv2

A +12mv2
B

由于杆不可伸缩,故两球沿杆子方向上的速度

相等,则有

vAcos60°=vBcos30°
联立两式解得

vA =12 3gl

vB =12 gl

对A 球应用动能定理

W +mgl
2=12mv2

A -0

得

W =-18mgl

故C,D正确.
得到题目的答案是很容易的,但深入思考后会

发现问题:小球A 一定可以沿墙下滑l
2

吗? 即小球

A 在下滑l
2

前不会脱离墙面吗?

2 解决问题

解法一:利用质心运动定理,得到离开墙面的条
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件就是A,B 小球组成的系统的质心向右的加速度

为零.建立如图2所示的坐标系,C为系统的质心.

xC =l
2sinθ

yC =l
2cosθ

图2 建立坐标系

对上式进行时间求导,当水平速度为最大值时,

小球脱离墙面.

  vCx =dxC

dt =l
2cosθ

dθ
dt=lω

2cosθ

  vCy =dyC

dt =-lω
2sinθ

ω 为相对于A 球的角速度即刚体的角速度,由

于刚体相对自身任何一点的角速度都相等,因此ω
也是A,B 球相对系统质心的角速度.

根据机械能守恒

  12mv2
A +12mv2

B =mgl(1-cosθ) (1)

质心的位矢为

rC =mrA +mrB

2m =12
(rA +rB)

将上式中的rC 对时间求导.可得质心运动的速

度为

vC =12
(vA +vB)

把质心的速度分别向x 轴和y 轴投影,得

   vA =2vCy  vB=2vCx (2)

将式(2)代入式(1)得

1
2m4v2Cy +12m4v2Cx =mgl(1-cosθ)

  l2ω2

2 =gl(1-cosθ)

   ω= 2g(1-cosθ)
l

(3)

vCx =l
2ωcosθ=l

2cosθ
2g(1-cosθ)

l =

   gl
2cosθ 1-cosθ

如果脱离,vCx 存在极值即

dvCx

dθ =
d gl
2cosθ 1-cosθ

dθ =0

可解得

cosθ=23  θ=arccos23=48.2°

解法二:根据机械能守恒

 12mv2
A +12mv2

B =mgl(1-cosθ) (4)

A,B 小球沿杠方向投影的速度相等即

    vAcosθ=vBsinθ (5)

代入式(4)可得

   vB = 2glcosθ 1-cosθ (6)

令

y2=cos2θ(1-cosθ)

y2=cosθcosθ(1-cosθ)=

1
2cosθcosθ

(2-2cosθ)

利用均值不等式

a+b+c
3 ≥

3
abc  

(a+b+c)3
27 ≥abc

求解极值

   cosθcosθ(2-2cosθ)≤

 
(cosθ+cosθ+2-2cosθ)3

27 =827
(7)

   y2 ≤ 427  ymax=239
(8)

因此当

cosθ=cosθ=2-2cosθ
即

cosθ=23

θ=arccos23=48.2°

时小球脱离墙面.
解法二在高一物理相关章节的教学中学生利用

已有的知识储备就可以求解.
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从上面两种解法都可以看出:不可能出现题目

中下滑l
2

即θ=60°的情况,小球A下滑不到l
2

就已

经脱离墙面.
从以上探讨可以看出这道习题是不严密的.沿

这个思路,我们进一步探讨,如果小球质量不相等脱

离角度如何变化? 小球A 下滑l
2

不脱离的条件是

什么?

3 深入探讨

3.1 当mA ≠mB,杆仍然为轻杆

解法一:

xC = mB

mA +mB
lsinθ

yC = mA

mA +mB
lcosθ

vCx = mB

mA +mB
ωlcosθ

vCy =- mA

mA +mB
ωlsinθ

令

A= mA

mA +mB

B= mB

mA +mB

根据机械能守恒

mAgl(1-cosθ)=12
(mA +mB)(v2Cx +v2Cy)+

   12
(mAB2l2+mBA2l2)ω2

mAgl(1-cosθ)=12l
2ω2[(mB -mA)cos2θ+mA]

ω2= 2mAg(1-cosθ)
l[(mB -mA)cos2θ+mA]

ω= 2mAg
l

(1-cosθ)
(mB -mA)cos2θ+mA

vCx = mB

mA +mB
2mAglcosθ

1-cosθ
(mB -mA)cos2θ+mA

令u=cosθ

vCx = mB

mA +mB
2mAglu 1-u

(mB -mA)u2+mA

du 1-u
(mB -mA)u2+m

æ

è
ç

ö

ø
÷

A

du =0

  
(mB -mA)u2(1-u)
(mB -mA)u2+mA

=

1-32u
1
2
(mB -mA)u3+32mAu-mA =0

   mB

mA
-æ

è
ç

ö

ø
÷1u3+3u=2

cosθ=
3

mA
2

(mB -mA)2+
mA

3

(mB -mA)3 + mA

mB -mA
+

3

- mA
2

(mB -mA)2+ mA
3

(mB -mA)3 + mA

mB -mA

当θ=60°时,可求解得到mB

mA
=5,即小球A下滑

l
2

刚好脱离墙面.也就是如果要让上面的题目可以

求解必须加入mB

mA
=5这一限制条件.

当mB

mA
=10时,脱离角度θ=64.6°,当mB

mA
=2时,

脱离角度θ=53.4°.mB

mA
的比值越大,越不容易脱离.

解法二:换一种求解的方法让学生学会从不同

的角度看问题.

1
2mAv2

A +12mBv2
B =mAgl(1-cosθ) (9)

如图2的几何约束为

     y2A +x2
B =l2 (10)

对式(10)求导得

2vAyA +2vBxB =0

tanθ=xB

yA

令

n=mB

mA

代入式(9)可得

   vB = 2gl 1-cosθ
n+tan2θ

(11)

当水平速度vB 为最大值时,dvB

dθ =0,小球脱离

墙面.

n的限制条件与解法一所得的结论是相同的.
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3.2 当mA =mB =m杆 =m,杆的质量分布均匀

xC =l
2sinθ

yC =l
2cosθ

vCx =l
2ωcosθ

vCy =-l
2ωsinθ

这个系统的动能包括质心的动能和绕质心的转

动动能,下降过程质心的势能变化3mΔyC.
根据机械能守恒

  123m
(v2Cx +v2Cy)+12ICω2=

   3mgl
2
(1-cosθ) (12)

系统的转动惯量

 IC =112ml
2+m læ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

+m læ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

=712ml
2 (13)

将式(13)代入式(12)得

  32m l2
4ω

2cos2θ+l2
4ω

2sin2æ

è
ç

ö

ø
÷θ +

  12×712ml
2ω2=3mgl

2
(1-cosθ)

化简得到

2
3ml2ω2=3mgl

2
(1-cosθ)

ω= 9g
4l
(1-cosθ)

代入

vCx =l
2ωcosθ

可得

  vCx = 9gl
16cosθ 1-cosθ (14)

令

u=cosθ

vCx = 9gl
16u 1-u

dvCx

du =0

(1-u)
1
2 -12u

(1-u)-
1
2 =0

1-u-12u=0  u=23

即当θ=arccos23
时,球A 脱离墙面.

3.3 当mA=mB=m,m杆 =m1,杆的质量分布均匀

xC =l
2sinθ

yC =l
2cosθ

vCx =l
2ωcosθ

vCy =-l
2ωsinθ

根据机械能守恒

 12
(2m+m1)l

2

4ω
2+12ICω2=

  (2m+m1)gl
2
(1-cosθ)

 IC =112m1l2+m læ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

+m læ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

(m+13m1)l2ω2=(2m+m1)gl(1-cosθ)

ω= 2m+m1

m+13m1

g
l 1-cosθ

vCx = 2m+m1

m+13m1

glcosθ 1-cosθ

即当θ=arccos23
时,球A脱离墙面.可以得出

结论,当质心位置在杆的中心时,脱离的角度都是

θ=arccos23=48.2°.

结论:命题过程由于考虑不够周全,使得球A在

下降l
2

之前已经脱离墙面,要使得球A下降l
2

仍然

具有可解性,需要加上mB

mA
=5这一限制条件.同时可

以看出mB

mA
的比值对脱离角度的影响,并且可以看出

只要质心不变脱离角度是不变的.更多的讨论可以

让学有余力的同学来完成.
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