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摘 要:针对一维阶梯势的求解进行了细致的分析和计算.在得到有趣的结果的同时,针对粒子入射方向和阶

梯势的位置对结果的影响进行了深入讨论.作为一维定态问题求解的练习,一维阶梯势问题具有代表性,而其结果

较直观地体现量子力学的独特之处.建议授课教师在《量子力学》课程讲授过程中加以详细讲解.
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  在《量子力学》课程中一维定态问题是一个教

学的重点.它是学习量子化概念的基础,也是学生初

次接触薛定谔方程,对量子概念有所体会的生动范

例.我们在课堂上对很多基本的一维势阱、势垒问题

做出了细致的讲解和计算,也有很多同仁对这些问

题进行讨论[1,2].而对这一类问题 ——— 一维阶梯势

问题[3,4],我们却较少关注.此类问题在习题中、考

研试卷中偶尔出现[5,6],考查学生求解一维薛定谔

方程的基本技能.一维阶梯势的问题不是一个特殊

的问题,但是在与学生的讨论和教学中我们发现,这

是一个值得认真研究的问题.

1 高于零点的阶梯势 且粒子能量E>V0

1.1 粒子从左侧入射

首先我们来看看教材中的习题设计[7].首先,一

维阶梯势的势分布以分段函数形式给出 ,如图1所示.

图1 高于零点的一维阶梯势分布

  V(x)=
0, x<0

V0, x≥
{

0
 (V0 >0) (1)

假设粒子(能量E>V0)从左侧入射,求解反射

系数和透射系数.
规范的求解步骤如下.
(1)写出薛定谔方程

   -ћ2
2m
∂2ψ
∂x2+V(x)ψ=Eψ (2)

(2)对不同区域求解

I区

    ψI″+2mE
ћ2 ψI=0 (3)

    ψI=Aeikx +Re-ikx (4)

其中k= 2mE
ћ .系数A和R 表示入射波(右行

波)和反射波(左行波)的叠加系数,尚未进行归一

化处理.

II区

   ψII″+2m
(E-V0)
ћ2 ψII=0 (5)

      ψII=Teik′x (6)

其中k′= 2m(E-V0)
ћ .系数T 表示透射波

(右行波)的系数,未进行归一化处理.
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(3)根据连续性条件写出ψI(0)=ψII(0)及

ψI′(0)=ψII′(0).

   
A+R=T

ik(A-R)=
{

ik′T
(7)

进而得到反射系数为

   r= R
A

2

=
1-k′

k
1+k′

k

2

=

V0

(E + E-V0)
2

2

= V2
0

(E + E-V0)
4

(8)

结果与很多参考书籍中结果一致[8].透射系数

根据t=1-r即可求出.如果V0=βE,反射系数即为

β2

(1+ 1-β)4
.

对这个结果我们可以讨论两种极限的情况.

β≈0时(几乎没有阶梯或者粒子能量远大于阶梯势

的高度),反射系数趋近于零,粒子完全通过;β≈1
时(粒子能量与阶梯平齐),反射系数趋近于1,粒子

被完全反射,即粒子没有机会进入到右侧区域(Ⅱ).

1.2 粒子从右侧入射

如果粒子(能量E>V0)从右侧入射,情况会不

会不同呢?

   ψⅡ″+2m
(E-V0)
ћ2 ψⅡ =0 (9)

    ψⅡ =Ae-ikx +Reikx (10)

其中k= 2m(E-V0)
ћ .

   ψⅠ″+2mE
ћ2 ψⅠ =0 (11)

    ψⅠ =Te-ik′x (12)

其中k′= 2mE
ћ .

由连续性条件ψⅠ(0)=ψⅡ(0)及ψⅠ′(0)=ψⅡ′(0)

得到

    
A+R=T

-ik(A-R)=-
{

ik′T
(13)

反射系数为

    r= R
A

2

=
1-k′

k
1+k′

k

2

=

 
V0

(E + E-V0)
2

2

= V2
0

(E + E-V0)
4

(14)

仔细观察,上述结果式(14)与粒子从左侧入射

的结果式(8)完全相同.这个结果是不是令人感到

惊奇?

可能很多同学在求解1.2问题之前,会想当然

地认为,从左侧入射的情况反射系数应该大于从右

侧入射的反射系数.这实际上是一个宏观的印象

——— 人在行走中上下台阶的困难程度是不同的.而

实际上严格的求解告诉我们,在量子的范畴,阶梯势

对粒子的反射几率是同一的,不论粒子从哪一侧入

射.这一结果恰恰体现了量子世界的与众不同.通过

对这个题目的详细求解应该会让同学们对量子力学

这门课程的独特之处有一个更直接的体会.

2 高于零点的阶梯势 且粒子能量E<V0

细心的同学会注意到,我们在解决上面问题时

要求粒子的能量E>V0,那么如果粒子能量不满足

这个条件,其结果又会怎样呢? 我们假设粒子从左

侧入射,V0 >E>0,薛定谔方程可以写为

   ψⅠ″+2mE
ћ2 ψⅠ =0 (15)

   ψⅠ =Aeikx +Re-ikx (16)

仍然有k= 2mE
ћ .

  ψⅡ″-2m
(V0-E)
ћ2 ψⅡ =0 (17)

    ψⅡ =Te-k′x (18)

k′= 2m(V0-E)
ћ   

零点处连续,所以

A+R=T

ik(A-R)=-{ k′T
解得

r= R
A

2

=
1+ik′k
1-ik′k

2

=1

反射系数为1.
反射系数为1说明粒子将被完全反射.其实这
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个结果不难理解,阶梯势可以看作是一个无限宽的

方势垒.方势垒的透射系数 ~e-2aћ 2m(V0-E)[9],a为

势垒宽度.所以当势垒宽度趋于无穷,透射系数自然

趋于零.如此,反射系数为1即为必然的结果.

3 低于零点的阶梯势

我们还看到很多习题中的一维阶梯势是这么给

出的

 V(x)=
0, x≥0

-V0, x<
{

0
 (V0 >0) (19)

如图2所示.

图2 低于零点的一维阶梯势分布

假设粒子(能量E>0)仍然从左侧入射,求透

射系数和反射系数.

   ψⅠ″+2m
(E+V0)
ћ2 ψⅠ =0 (20)

   ψⅠ =Aeikx +Re-ikx (21)

其中k= 2m(V0+E)
ћ .

    ψⅡ″+2mE
ћ2 ψⅡ =0 (22)

     ψⅡ =Teik′x (23)

k′= 2mE
ћ   

所以连续性条件给出

A+R=T

ik(A-R)={ ik′T
反射系数为

  r= R
A

2

=
1-k′

k
1+k′

k

2

=

V0

(E + E+V0)
2

2

= V2
0

(E + E+V0)
4 (24)

如果V0=βE(0<β<1),反射系数即为

    r= β2

(1+ 1+β)4
(25)

当β≈0时(几乎没有阶梯或者粒子能量远大于

阶 梯势高度),反射系数趋近于零,粒子完全通过;

E≈0时(相当于β→ ∞),反射系数趋近于1,粒子

被完全反射,即粒子没有机会进入到右侧区域(Ⅱ).
实际上,当能量E<0,粒子都将被完全反射,情况

与2中的例子相同.
有的同学可能会对这一结果产生疑问.坐标的

选择完全是人为的呀,为什么我们把坐标轴向上移

动了V0 而已,反射系数的表达式就有所不同了.粒

子能量与势的关系均为V0=βE,其散射结果难道不

应该是相同的吗? 这里可能大家忽略了一个细节

——— 考虑两种不同情况下粒子以相同能量E 入射:

从经典的观点考虑,当阶梯势高于零点,粒子的动能

在x>0的区域为E-V0,而在x<0的区域为E;

而当阶梯势与零点平齐,粒子的动能在x>0的区

域为E,在x<0的区域为E-(-V0)=E+V0.也

就是说以相同能量入射的粒子,在这两种势分布下,

在x>0的区域其动能分别为E-V0 和E,在x<
0的区域,其动能分别为E 和E+V0.所以,从能量

零点选取的角度考虑,一种情况下入射能量为E 对

应另一种情况下入射能量为E-V0 的情况.当入射

粒子能量与阶梯势的相对关系一致时,所得的结果

才会相同.
由一道简单的一维阶梯势的问题,我们竟然可

以得到这么多有趣的结果.这也启发我们对很多《量

子力学》中的问题需要举一反三.我们传统的课堂

讲授内容可能更偏向于横向的比较,比如一维无限

深势阱、一维有限深势阱、一维谐振子 …… 而对问

题的纵向延伸做得不够.这样做的结果是,同学们对

老师课堂讲的例题能听懂,但是自己做习题就完全

无从下手.此文中这样的举一反三既可以增加一点

课程的趣味性,也能够激励学生思考,对学过的内容

提出新的问题,这就是培养学生研究能力的一个有

益模式.
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将其作为选做课后作业,满足对大学物理基本内容

学有余力学生的需求.
3.3 研究型教学

打破原有讲授为主的授课方式,引入数值计算

与模拟研究的教学方法,使学生变被动为主动.选择

一批有丰富物理内涵且具有较大拓展空间的典型物

理问题,如,小船过河、碰撞问题、刚体模型、偶极子

模型、电磁场分布模型、各类统计分布模型、光衍射

模型、氢原子模型、非线性摆模型、散射模型等.
例如,任课教师在课堂上介绍了几个用 Matlab

程序求解运动学的范例,范例程序表明利用 Matlab
可以实现微积分的过程,把有限长的一个物理过程,
分成许多微小过程来计算,再累积.受到启发,有学

生提出要用Matlab编程来解决其他运动学问题,在
任课教师引导鼓励下学生自己拟定了要解决的问

题,课下探索完成.在之后的课堂上,学生将工作成

果展示给其他同学,又引起同学们之间一系列的主

动讨论,教学相长得到完美体现.

4 结论

针对目前高中物理学习现状,本文对大学新生

的高中物理基础差异进行了调研,发现除了力学和

电磁学,其他模块选修率均没有超过60%,量子物

理、相对论、机械振动和机械波模块选修率均未超过

35%;大学新生的高中物理基础差异显著,成为影响

教学效果的一个重要因素.针对该现状,设计了3个

层次的大学物理教学方案.第一层次通过引导选课、

知识推送、管理促进和作业强化4个模块弥补学生

物理基础的不足.第二层次在大学物理课堂引入大

学物理竞赛题目,进一步训练其物理思维.第三层次

引入数值计算与模拟研究的教学方法,使学生变被

动为主动,从而更好地主动参与到研究性学习的教

学活动中来.
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IssueofOneDimensionalStaircasePotentialWorthyof
InferingOtherThingsfromOneFact

LuAijiang YangQinyu
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Abstract:Basedonthequantummechanicsproblemwithonedimensional(1D)step likepotential,manyan

interestingresultshavebeenobtained.Themovingdirectionsoftheinjectedparticlesandthepositionofthestep

likepotentialareattributedtothemainfacetsofthisproblem.Itisagoodexerciseabout1Dstationarystate,andis

atypicalproblemtoshowthespecialtyofquantum mechanics.

Keywords:step likepotential;potentialfunction;transmissioncoefficient;reflectance
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