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摘 要:研究地面物体受力情况,经常可以认为质量集中于质心,进行整体分析.万有引力问题,是否可以对系

统整体分析? 以球体的挖补问题为契入点,结合历史文献,通过对引力距离表达式的分析,说明除均匀球体外,从质

心计算引力距离,一般是不正确的.即万有引力问题,一般不能整体分析.进而具体分析了哑铃状物体、三星绕转等

多个常见实例,并指出一般物体与上述模型的关系.最后,提出了对研究问题的启示.
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  不少师生根据地面物体受力分析的经验,将整

体法推广到多体的引力问题.但是,这种推广是错误

的.本文结合历史文献说明,非均匀球体的引力距离

一般不能从质心计算,多体的万有引力问题一般不

能整体分析.

1 挖补问题

在高中物理教辅用书上频频出现这样一个问

题:“球体挖去一小球后对另一质点的吸引力”.利用

挖补的思路计算物体之间的万有引力,多种解法结

果不同.

1.1 问题的描述

大球挖去小球后,求剩余部分对质点的吸引力.
下面是资料上一种常见的描述.

一半径为R,质量为M 的均匀球体,其球心O与

另一质量为m 的质点B 距离为2R,如图1所示.

图1 均匀球体与质点关系图示

若挖去以OA 的中心O1 为球心、R为直径的球

体,如图2所示,求剩余部分对质点B 的吸引力F0.

图2 均匀球体内挖去一个小球体

1.2 3种挖补方法

挖补法是基于等效替代的思想处理问题,用该

法求解一些特殊物体间的作用力时,可以避开复杂

的高等数学知识,仅利用中等数学就可顺利求解,因

此受到广大师生的欢迎.以下3种解法均为中学阶

段容易想到的挖补法,结果各不相同,原因何在?

解法1:整体引力减去挖去部分引力

剩余部分对质点B 的吸引力等于,挖前整体对

物体的吸引力,减去挖去部分(挖前)对物体的吸引

力.设挖前整个球对质点B的吸引力为F,挖去部分

在挖前对质点B 的吸引力为F1,则

    F0=F-F1 (1)

根据万有引力定律,有

    F=G Mm
(2R)2

(2)
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挖前球体的体积V=43πR
3,挖去部分的体积为

V1=43π
Ræ

è
ç

ö

ø
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2
3
,设挖去部分质量为m1,则

    m1=M
VV1=18M (3)

挖去部分在挖前对质点B 的吸引力为

    F1=G m1m
R
2+æ

è
ç

ö

ø
÷R
2 (4)

把式(3)代入式(4),得

      F1=G Mm
18R2 (5)

式(2)、(5)代入式(1),得挖去后剩余部分对质

点B 的吸引力为

   F0=7GMm
36R2 =0.194GMm

R2 (6)

解法2:再挖去一球,利用对称性求解

在大球的左部,与O1 关于球心O 点对称的位

置,再挖去一个同样的小球O2,如图3所示.设挖去

小球O1,O2后,剩余部分的质量为M1.挖去小球O2

前,小球O2 对质点B的吸引力为F2,挖去Q1 和Q2

后剩余部分对质点B的吸引力为F3,则题目所求即

为

      F0=F2+F3 (7)

F2=G m1m

2R+Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

把式(3)代入上式,得

      F2=G Mm
50R2 (8)

图3 解法2图示

由于小球O1 和O2 的对称性,挖去小球O1 和

O2 后,剩余部分的质心仍在大球球心O 处,其质量

M1=M-2m1,结合式(3)知M1=34M,所以

    F3=G M1m
(2R)2=G3Mm

16R2 (9)

把式(8)、(9)代入式(7),得挖去O1 后剩余部

分对质点B 的吸引力为

  F0=83GMm
400R2 =0.208GMm

R2 (10)

解法3:利用剩余部分的质量和质心距离计算

先求剩余部分的质量和质心位置,再把质心距

离作为引力距离,利用万有引力定律直接求剩余部

分对质点B 的吸引力F0.
设剩余部分的质量为M2,则M2=M-m1,将式

(3)代入得

    M2=78M (11)

剩余部分的质心应该位于大球球心O 点左方,

设其距O 点距离为r,如图4所示.挖前整体的质心

应在O 点,根据质心关系有

M2r=m1
R
2

将式(3)、(11)代入上式,得

       r=114R
(12)

图4 解法3图示

剩余部分的质心距质点B 的距离为r+2R,故

剩余部分对质点B 的吸引力为

F0=G M2m
(r+2R)2

将式(11)、(12)代入上式,得

 F0=3431682
GMm
R2 =0.204GMm

R2 (13)

1.3 3种解法比较

3种解法得到的结果,分别是式 (6)、式(10)、式

(13).很明显,3种解法结果各不相同.可是,它们都

是从质心计算引力的,问题出在哪里?

2 释疑解惑

这就牵涉到万有引力定律的成立条件.严格地
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说,万有引力定律只适用于质点.对于相距较远的天

体,可以看做质点,距离的选取较为简单.而以上问

题中两者相距较近,不能看作质点.分析它们之间的

万有引力,距离应该从哪里算,能不能从质心来计

算? 即能否整体分析?

2.1 历史的回顾

牛顿当初就被距离从哪里算的问题,困扰了近

20年的时间.早在1666年,牛顿就根据开普勒第三

定律推出,行星围绕太阳运动所需要的力与距离的

平方成反比,但是到17世纪80年代才重新提起引

力定律.主要原因之一是,牛顿在分析地球对月球以

及地球对它表面物体的吸引力时,不能确定距离从

哪里算.1685年初,情况才出现了转机,牛顿用他自

己开创的微积分证明了,地球吸引外部物体时,恰像

全部的质量集中在球心一样.也就是说,均匀球体对

其外部物体的吸引力,可以从质心(球心)计算距

离[1].

2.2 万有引力一般不能从质心整体分析

在力学中受力分析常见的有隔离法、整体法.在

都能解决问题的时候,整体法往往优于隔离法.除均

匀球体外,一般物体(或多体系统)对其外部物体的

万有引力是否也可以从质心计算距离,整体分析

呢?

答案是:一般不可以.上述3种解法中,第一种

解法,均匀球体对其外部物体的吸引力,从质心(球

心)计算距离.这种方法从牛顿开始,经过多次的理

论推证和实践检验,证明是正确的.后两种解法得到

的结果与解法1不同,是错误的.
上述3种不同的挖补方法,结果各不相同,这就

表明:对于非均匀球体,不能认为可以从质心计算万

有引力.
原因是,质心与物体位置有关,质心与距离遵循

一次函数关系.而万有引力与距离是平方反比关系,

两者与距离的关系并不等价.所以,引力距离一般不

能从质心计算.均匀球体是特例.一般物体受到的万

有引力是否可以从质心计算,需另行证明.到底应该

从哪里计算距离,一般需要利用微积分的思想进行

具体分析.

讨论重力问题的时候,为什么可以从质心整体

分析? 因为在地球表面附近,重力场可以认为是均

匀的,重力的合成与位置无关.而大尺度的引力场不

能认为是均匀的,引力的合成与位置有关.故,不能

用重力合成的规律来类比.同理,在讨论高空重力问

题时,如果考虑重力加速度g随位置的变化,一般也

不能从质心整体分析.
下述利用多个天体绕转的实例进一步验证.

3 两物体组成系统(哑铃状物体)轴线方向受力

以下是中学常见的“哑铃”状系统.A和B两均

匀人造球体,质量均为m,由轻质硬杆相连,形如一

个“哑铃”,如图5所示.A,B两物体和中心天体C始

终在一条直线上,A,B两物体和轻杆成为C的一个

卫星.A,B分别以r1 和r2 为半径绕C做圆周运动.
中心天体C的质量为 M,不计 A,B之间的万有引

力.求此卫星受到C的万有引力(资料上的试题,一

般求周期.这里为方便对比,改为求引力).

图5 两物体组成系统轴线方向受力情境图

解法1:对卫星(A,B两物体组成系统)整体分

析

卫星由A,B及轻杆组成,将其看作一个系统.
该系统的质心位于轻杆中某点,距C中心为

r=r1+r2
2

如果A,B两物体组成系统受到其他物体的万

有引力可以认为系统的质量集中于质心,整体求解,

得卫星(A,B两物体组成系统)与天体C之间的万

有引力

  F=G2mM
r2 =G 8mM

(r1+r2)2
(14)

解法2:对A,B隔离分析

A受到C的万有引力
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F1=GmM
r21

B受到C的万有引力

F2=GmM
r22

对此两力进行合成,得卫星系统受到合力

 F′=F1+F2=GmM 1
r21 +1r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

(15)

整体分析与隔离分析,结果是否等价?

如果F≠F′,即对A,B两物体组成系统整体分

析与隔离分析再求合力,结果不等价.意味着求A,

B系统受到的万有引力,不能认为系统的质量集中

于质心.
反之,如果F=F′,意味着A,B系统受到其他物

体的万有引力,可认为质量集中于质心.
由式(14)、(15),由于r1 和r2 具体数值均未知,

一般F≠F′.在某种特殊情况,也可能F=F′.下面,

我们分析满足何种条件会出现F=F′.
假设F=F′,由式(14)、(15),知

G 8mM
(r1+r2)2=GmM 1

r21 +1r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

展开,可得

r41+r42+2r1r32+2r31r2-6r21r22=0
即

r41-r21r22+r42-r21r22+

2r1r22(r2-r1)+2r21r2(r1-r2)=0
整理,得

r21(r21-r22)+r22(r22-r21)+(r1-r2)(2r21r2-

2r1r22)= (r1-r2)[r21(r1+r2)-r22(r1+r2)+

2r21r2-2r1r22]= (r1-r2)[r31+r21r2-r22r1-

r32+2r21r2-2r1r22]=(r1-r2)[r31-r32+

3r1r2(r1-r2)]=(r1-r2)2·

[r21+r1r2+r22+3r1r2]=0
由于r1 >0,r2 >0,欲使以上成立,必

r1-r2=0
所以当r1=r2 时,F=F′.

即当A,B两物体重合时,A,B系统受到的万有

引力,才能认为质量集中于质心.也就是说,正常情

况下,两物体组成系统(哑铃状物体)沿轴线方向受

到其他物体的万有引力,不能认为质量集中于质心.

即两体系统受其他物体的万有引力,一般不能整体

分析.

4 三星绕转

3颗质量相等的行星A,B,C位于正三角形的顶

点处,都绕三角形的中心做圆周运动,设每颗星的质

量均为m,相邻两颗星距离为L,如图6所示.每颗行

星运行所需向心力都由其余两颗行星对其万有引力

的合力来提供.

图6 三星绕转情境图

解法1:对AB系统整体分析.如果把A,B两颗

星看作一个系统,该系统的质心位于两者连线的中

点 H.质心与第3颗星C的距离为

r=Lsin60°
如果A,B两物体组成系统对C物体的万有引

力可以认为系统的质量集中于质心,整体求解,得

F=G2mmr2 =83G
m2

L2

解法2:隔离法

A,B两物体对天体C万有引力的合力为

F′=2Gmm
L2cos30°= 3Gm2

L2

很明显,两者并不一致,且差距较大.也就是说,

两物体组成的系统在垂直连线方向对第三者的万有

引力,不能认为质量集中于系统的质心.
如果3个物体质量不等,位置不对称,或者其他

更复杂的情况,亦可类似证明.

5 总结

对于其他结构更复杂的系统,总可以分解为多

个纵向和横向的情况进行类似的处理.通过对多种

情况的分析,可以发现,几个物体组成的系统,该系

统与其他物体间的万有引力,通常不能认为质量集
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中于系统的质心进行整体分析,即万有引力的计算

与质心无关.
严格地说,万有引力定律只适用于质点.对于不

能看做质点的物体,一般用微积分的思想进行分析.
均匀球体对其外部物体的吸引力,可以从质心

(球心)计算距离.此为特例.非均匀球体,对其外部物

体的吸引力,一般不能从质心(或球心)计算距离.

6 启示

真理是相对的.原来以为很正确的东西,可能也

存在一些缺陷.当外部条件略有变化的时候,其结论

未必还成立.中学阶段在分析万有引力问题时,遇到

最多的是均匀球状天体对其他物体的吸引力,这种

情况可以从质心(球心)计算引力距离.许多师生受

此影响,不加证明将该结论推广到非均匀球体,导致

了一些貌似合理的错误.教训告诉我们,直觉不一定

是正确的,直觉只是给我们提供了一个可能的研究

方向,其是否正确需要我们作进一步的科学分析[2].
再比如,在力学中,经常把物体看作质点,但是

在热学部分,许多情况又恰恰不能把物体看作质点,

需要考虑其体积的变化.这就导致许多人在处理相

关问题时栽在了“体积”这匹黑马上[3].
在科学史上,类似的事情也发生过多次.比如,

李政道和杨振宁获得诺贝尔物理学奖的成果是,提

出“弱相互作用中宇称不守恒”.在“李 杨”之前,人

们发现很多情况下“宇称守恒”,于是大家想当然地

认为,宇称在其他情况下也是守恒的.在“李 杨”提

出“弱相互作用中宇称不守恒”之后,吴健雄(美籍

华裔)进行了实验验证,证实了“李 杨”的观点.
最后,我们以吴健雄的话作为总结.“这件事给

我们一个教训,就是永远不要把所谓‘不验自明’的

定律视为是必然的.”
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作出B t图像如图2所示.

图2 a=4m/s2 时的B t图像

假如要使棒AB静止释放后以5m/s2的加速度

向上运动,即取a=-5m/s2,同理可以求出对应的

B=B(t)在不同时刻的值,如表2所示.
表2 当a=-5m/s2 时各时刻对应的B值

t/s 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

B/T 0.500 1.051 1.313 1.526 1.711 1.880

t/s 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

B/T 2.038 2.188 2.332 2.473 2.613

  作出B t图像如图3所示.

图3 a= -5m/s2 时的B t图像

用同样的方法可以求出对应棒AB 以任一加速

度运动,磁感应强度B 随时间t的变化方式.

4 结论

通过上面的研究知道,常规解法得到的结果,只
是一个特殊解,并不是这个问题的唯一解.实际上,

只要磁场以恰当的方式变化,导体棒能以任一加速

度沿导轨向下匀加速运动,也能以任一加速度沿导

轨向上匀加速运动,还可以保持静止不动.
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