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摘 要:在一块无限大的接地导体板附近静止释放一点电荷,在不计点电荷所受重力、空气阻力以及相对论效

应的情况下,本文运用开普勒第三定律、大范围自由落体公式、动力学方程积分等3种简捷方法,求解了点电荷到达

导体板的运动时间,并提出中学物理教学中针对优生培养,可选择适当的微积分方法的建议.
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  文献[1,2]里研究了如下问题:一个质量为m,
带电荷量为q的点电荷,静置于一块无限大的接地

导体板附近,二者的间距为d.释放点电荷后,在不

计点电荷所受重力、空气阻力以及相对论效应的情

况下,求点电荷到达导体板需要的时间.
在点电荷附近的无限大接地导体板,由于点电

荷电场的作用,导体表面会出现感应电荷.感应电荷

对点电荷的作用力等于镜像电荷对点电荷的库仑

力.在其作用下,点电荷将被曳引到导体板的上表

面.因为像电荷的电荷量不变,而位置与运动点电荷

关于平面镜像对称变化,容易转化为固定力心的开

普勒问题,从而可用开普勒第三定律解决.
遵循上述思路,文献[1,2]给出了解答.然而文

献[1]的解答过于简略,没有详细推导过程.文献

[2]则缺少“作固定力心处理”这一关键细节的交

待,以至于难以理解将库仑力变换为万有引力后,点
电荷m(q)的施力物体质量 M 的表达式是如何得出

的.现遵循文献[1,2]的思路,详细、完整地解答如下.
如图1所示,以点电荷q在板上的投影点O为原

点,水平向右为正方向,建立x 轴.设某时刻点电荷

q和像电荷-q的坐标分别为x,-x,对q用牛顿第

二定律,有

  F=- kq2
(2x)2=-

kq
4q

x2 =mx
·· (1)

图1 点电荷在镜像电荷引力作用下的运动

上式表明,像电荷-q对q的库仑力可看成为固定于

O 的点电荷 -qæ

è
ç

ö

ø
÷

4
对q的库仑力.又库仑力和万有

引力均遵循距离平方反比规律,不妨进一步把此库

仑力等价变换为固定于O,质量为 M 的质点对点电

荷m(q)的万有引力,即

   -
kq
4q

x2 =-GMm
x2 =mx

·· (2)

其中M=kq2
4Gm.

质点m(q)的运动可视为一个极“扁”退化后呈

直线段的椭圆轨道运动.由于释放点v=0(最小),
而落至O 点时的速度v 最大,故这两点相当于椭圆

长轴的两端点,从而半长轴为

a=d
2

设质点m(q)到达金属板的时间为Td,正好为

轨道周期T 的一半.将
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M=kq2
4Gm

代入开普勒第三定律

a3
T2=4π

2

GM
得

Td=12T=πq
md3

2k
固定力心后,受力物体的轨迹恰为上下对称的

极“扁”从而退化呈直线段的椭圆轨道的上(或下)

一半,正好有Td=12T
,此时用这种方法处理的确比

较方便.
文献[3]研究了在大范围内质点仅受地球万有

引力时,自离地面 H 远处自由下落至地面的时间.
在这个新问题中,地球应视为质量分布均匀的球体

而非质点(图2),则受力物体m 的运动轨迹为退化

的椭圆轨道上一段长短任意的弧,落地时间也就不

等于椭圆轨道周期的一半了.如硬要用前述方法求

解运动时间,则需用繁琐而难懂的初等几何技巧求

出矢径扫过的面积,再用开普勒第三定律联立求

解[4],整个过程非常复杂.

图2 质点在地球万有引力作用下的运动

鉴于此,本文针对文献[1,2]的问题再介绍两

种方法,它们对于文献[1,2]包括文献[4]的问题,

都同样的简捷而普适.
另解一(大范围自由落体运动公式法):文献[3]

得 出了大范围的自由落体运动落地时间T的表

达式

     T= R+H
2GM

·

  RH +R+H
2 arccosR-H

R+
æ

è
ç

ö

ø
÷

H
(3)

其中 M 为地球质量,R 为地球半径,H 为静止下落

的初始高度.只需令

M=kq2
4Gm

由H=d且R=0(即M 缩为一个质点),代入式(3),

化简即得

Td =πq
md3

2k
另解二(动力学方程积分法):利用

x
··
=dx

·

dt=x
·dx

·

dx
把式(1)化为

∫
x·

0
x
·
dx
·
=-kq2

4m∫
x

d

1
x2dx

又因为 x
·
<0

所以 x
·
=- kq2

2m
d-x
xd

则 dt=- 2m
kq2

xd
d-xdx

积分得

T=∫
t

0
dt=∫

0

d
- 2m

kq2
xd

d-xdx

作变换 z=x
d

得

T=-d 2md
kq2∫

0

1

z
z-z2

dz=πq
md3

2k

最后顺便指出,现在的中学奥赛辅导中有不少

技巧性很高的初等方法,但多局限于解决一些特殊

简单的情况.其实现行人教版《普通高中课程标准实

验教科书数学选修2 2》对“导数”、“微积分的基本

原理”及“定积分在几何、物理中的应用”已有不少

介绍,许多省市的高考数学试题的压轴题也涉及导

数知识,甚至对定积分也有相应的考查.在这样的背

景下,不妨向优秀学生介绍一些力所能及的微积分

方法,毕竟学生在后续的学习中使用微积分方法处

理问题是大势所趋,更有意义的是尽量规避由初等

技巧带来的对思维的束缚,让学生在以后高等知识

的学习、研究中更具活力和创造性.
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